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© اخراص الشركة للتحويلاتامأوذة 









9 مقر -صفحة 25 


" إذا كانت النقطة ۸/۰ صورة نقطة 1 وفق انعکاس محوره 41 فما هي صورة النقطة 1/۱ 
وفق هذا الانعکاس ۴ 
فلماذا تقع التقطة 7 على المستقیم 41 ؟ 


" ائها النقطة 14 نفسها. لأنه إذا كانت النقطة ۸2 غير واقعة على المستقیم ۰ كان هذا 

المستقيم محور القطعة المستقيمة [/1411] وكانت ۸ صورة النقطة ۷/۲ وفق الانعكاس الذي 
محوره 0. 

* لأنّ صورة نقطة تقاطع هذين المستقيمين 7 هي نقطة تقاطع صورتيهما وفق الانعكاس المعطى. 

فهي إذن النقطة 7 نفسها. إذن تنطبق 7 على صورتها وفق هذا الانعكاس ولا بُد أن تقع على 





محوره 0 
0,0 
9 نك مه 260 
في التعریف السابق افترضنا أنّ النقاط ۸ و 7و 17 لا تقعٌ على استقامة 7 
واحدة. یمکننا أن نضع تعریفاً يأخذ هذه الحالة فی الحسبان بأن نقول أنّ 1/7 «حطگ ےر 
هي نظيرة 4 وفق التناظر المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة المستقيمة ۳ 
7ء علل ذلك ۴ 





۹ 
إذا افترضنا أنّ التقاط 4 و 2و 17 لا تقم على استقامة واحدة وکانت ۸/۱ نظيرة ۸ وفق التناظر 
المركزي بالنسبة إلى منتصف القطعة المستقيمة [۰]1/8 كان الرياعي 41/048 متوازي الاضلاع 

لتناصف قطربه. وهو التعردف السابق نفسه. 

ما إذا وقعت النقاط الثلاث ۸ و 8 و 1 على استقامة واحدة 

و كانت ۸ نظيرة 4 وفق التناظر المركزي بالنسبة إلى ١‏ ر 0 2 4 
منتصف القطعة المستقيمة [7148]» كان 1/04 = 48 وكانت 

14 صورة 1 وفق الانسحاب الذي ينقل 4 إلى 8 في هذه 

الحالة آیضا. 


۸ تدز -صفحة 27 
© عيّن المقولات الصحيحة فیما يأتي وعلل (جاباتك: 
© للمثلث المتساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظر . 
© إذا كانت صورة نقطة 7 وفق الانسحاب ,, ,7 هي النقطة ۰0 كانت القطعتان المستقیمتان 
[87] و [10] متناصفتین. 
© إذا كانت 6 و 0 داثرتین مرکزاهما 0 و 0 بالترتیب» ولهما نصف القطر نفسه وکانتا 
متقاطعتین في نقطتین 4 و 8ء كان المستقیمان ('00) و (48) محوري تناظر للشکل 
المكوّن من الذائرتین. 
© إذا كانت ۷ صورة نقطة 17 وفق دوران مرکزه 0 وزاوته 60۴ كان المتلث 1/07 متساوي 
الاضلاع. 


۳5۹ 

© للمتلث المتساوي الأضلاع ثلاثة محاور تناظر» هي محاور أضلاع ۸ 
المثلث» إذ يمر محور کل ضلع بالرآس المقابلة فصورة المثلث وفق التناظر 
الذي محوره محور هذه الضلع هي المثلث نفسه. 

© هذه النقطة صحيحة وهي موضوع © السابقة. 

© الدائرة متناظرة بالنسبة إلى کل قطر من أقطارهاء وعلیه یکون خط المرکزین (/00) محور تناظر 





ہت 


للشکل المكوّن من الدائرتين © و "0 . 

ومن ناحية آخری» نظراً إلى کون 0۸ = 0۸ و 08 = 09 استنتجنا أنّ 
(48) هو محور القطعة المستقيمة ['00]» والنقطة '0 هي صورة 0 
وفق الانعکاس الذي محوره (48) فالدائرة 7 هي صورة 6 وفق هذا 
الانعکاس المحوري. هذا يبرهن أنّ (48) هو أيضاً محور تناظر للشکل 
المکوّن من الداثرتین © و 0 . 

© هذا صحيح» لا المثلث 01477 مثلث متساوي الساقین فيه زاوية قیاسها 
60°. 





© لیکن 480 مثلْثاً قائماً في 4 ء ولتكن 7 منتصف القطعة [80]. نرمز بالمز ,5 إلى القناظر 
الذي مرکزه 1. 

© أنشئ صورة المثلث 48٥‏ وفق التحويل ,ى. 

هلتكن ۸ صورة ۸ وفق ,5 . ما طبيعة الرباعي ) ۸۸ ؟ 


> ۹ 
0 





© 7 منتصف القطعة [۰]80 اذن 0 = (5,)8 و 8 = (0),ک. يكفي إذن 


C 4‏ 
أن ننشئ 4 نظيرة 4 بالنسبة إلى 1. 
© الرياعي ۸۸0 متوازي الأضلاع لتناصف قطريهء وهو في الحقيقة 
مستطیل لا فيه زاوية قانمة هي 4 . ۳ ۳ 


۸ ندزب -صفحة 30 


© لیکن المثلث 48٥‏ . أنشئ النقطة ”07 صورة النقطة © وفق الانسحاب , ,7 أي الذي ينقل 


4 إلى 8 . لماذا تكون أيضاً النقطة "0 صورة النقطة 8 وفق الانسحاب م,_,7؟ 





انل 
لأنّ 7 منتصف القطعة المستقيمة [80] هو نفسه 7 منتصف القطعة [28]! فنظيرة 4 بالنسبة إلى 
1 وهي (0)رر, 7 هي نفسها نظيرة ۸ بالنسبة إلى 1 وهي (8)ن._. 


© لیکن 480 مثلثاً متساوي الأضلاع. ولیکن 7 المسقط القائم للنقطة 4 على القطعة المستقيمة 
[80]. أنشئ صورة المثلث ۸0 وفق الانسحاب بر ر7. 











© لیکن ۸00 مثلثاً متساوي الأضلاع» طول ضلعه 2 2. ولتکن 8 نظيرة 
النقطة 0 بالنسبة إلى النقطة 4 . آنشیء صورة المثلّث ۸00 وفق الانسحاب 


6و ]۰1 

| الط 
المثلث المتساوي الأضلاع ۸00۲ هو صورة المثلث ۸00 وفق 
الانسحاب م,_و7. 


© لتکن 0 دائرة مرکزها 0ء ولیکن 4 مستقيماً مماسّأ لها في النقطة 4 . 


أنشئ الدّائرة "0 صورة © وفق الانعکاس الذي محوره 0. 


2 ل 


هذ تحدروع-صفعة ۵ 

© لیکن المرتم 4800ء ولتكن النقطة 7 منتصف القطعة المستقيمة 
[80]. أنشئ صورة المرتع 4207 وفق الانسحاب ,, ,7 الذي 
ينقل 4 إلى 7 . 








الانسحاب يحافظ على الأطوال والزوايا والتوازي» فصورة المربع وفق انسحاب هي مریم أضلاعه توازي 
أضلاع المريع الأصلي. يكفي إذن أن تُنشئ المریع المنشود انطلاقاً من ۸ = 7 = (2,_,,)4 كما في 
الشكل. 
© لیکن المثلث ۸۶0 وليكن 6 مركز ثقله. 

© أنشئ "0 صورة النقطة © وفق الانسحاب ب, ,7 الذي ينقل ۸ إلى 6. 

© ه لتكن 7 منتصف القطعة المستقيمة [0]. أتكون 7 منتصف القطعة |“6067]؟ 


ھ استنتج طبيعة الرباعي “70007 . 
© نمدّد ۸0 إلى النقطة 7 وبحيث 60 = 46. فنحصل على 


النقطة "6 صورة النقطة © وفق الانسحاب ي, ,7. 
© ۸ لما كانت © هي نقطة تلاقي متوسطات المثلث 4807 استنتجنا أن (40) يلاقي 





(80) في 7 فالنقاط 4 و € و 7 و € تقع على استقامة واحدة. ولما كان 


0 = 246 = 16 | ستنتجنا أنّ 7 تقع في منتصف [/70]. 


ھ الشكل الرياعي “7000 متوازي أضلاع بسبب تناصف قطريه. 


© لیکن 1 و ۸ مستقيمين متعامدين» ولتكن 4 نقطة واقعةً على المستقيم ۸. أنشئ رياعياً 
7ء يكون المستقيمان 1 و ۸ محوري تناظر له. 

1 

نفتروض أنّ ۸ مختلفة عن 0 نقطة نقاطع المستقیمین ‏ و ۰۸ نختار بالمثل 

نقطة واقعة على 4 ومختلفة عن 0. ثم نعین 0 صورة ۸ وفق الانعکاس 

المحوري بالنسبة إلى 4ء ونعین 7 صورة 8 وفق الانعکاس المحوري بالنسبة 

إلى ۸. فنحصل بذلك على الرياعي 4802 المنشود. 





© لیکن 04807 مستطیلاً فيه 04 يساوي «8 و 00 يساوي دنه 6. ولیکن 7 ربع دورة 
مباشرة مرکزها 0. 
© آنشی النقاط 0 و ۸ و 9 صور النقاط © و ۸ و 7 وفق التحویل 7 بالترتیب. 
© ه بین أنّ المثلث 0۳7 قائم ومتساوي الساقین. 
۵ استنتج ان طول 77 يساوي 92 سنتيمتراً. 
۳۹ 
© نعلم أن 0۸۳ هو مستطیل لائه صورة المستطیل 
60 لذلك ثنشین ۸ و 0۷ صورتي ۸ و 6 وفق 1 نم 
نتمم الشکل بانشاء 7 لیصبح 0۸0۲ مستطیلا. 
© ۸ ان '8 هي صورة 7 وفق دوران ربع دورة مباشرة حول 
0 وهذا يقتضي أن یکون 207 مثلثاً قائماً في 0 
ومتساوي الساقین. 
ھ لحساب طول '88 یمکن أن نستفید من أحد المثلثين القائمین '808 أو 37 . فمثلاً من 
الأخير نجد اعتماداً على مبرهنة فیثاغورث : 
BB'* = (8 + 6)” + (8 - 6)” = 2/64 + 36( = 2 0‏ 
ومنه 10/2 = 7 . 





© لیکن ۸0 مثلثاً متساوي الساقین رأسه 4ء ولیکن 4 محور تناظره. نرسم من 7 العمود على 
المستقیم (۸) فیقطع 1 في نقطة 4 . 
© ما هي صورة المستقیم (27) وفق الانعکاس الذي محوره 1 ؟ 
© استنتج أنّ المستقيمين (70) و (40) متعامدان. 





© لنرمز بالرمز رک إلى الانعکاس الذي محوره 0. 

لما كان 8 = ()ری» و 0 = ()رک» استنتجنا أنّ المستقیم (0) هو 
صورة (ظ) وفق ره . 

© وکذلك نری أنّ المستقیم (40) هو صورة المستقیم (۸) وفق رک . 
ولكنّ الانعکاس المحوري یحافظ على التعامد» إذن (0) 1 (40) لاش كان 


.(AB) 1 (BE) 





© لاکن ۸ و 7 نقطتین على الداثرة © التي مرکزها 0ء تُحقّقان 90° = 40ء . لیکن 7 دوراناً 
مباشراً مرکزه 0 وزاویته 607. 
© أنشيئئ النقطة 0 صورة النقطة ۶ وفق ۸. 
9 احسب قیاسات زوایا المثلث ۸0 . 
ملاحظة : في هذا التمرین هناك حالتان. 





1 ۸ ۱2 
0 
0 
8 0 
0 
الحالة الأولى 0+“ 





© نرسم النقطة © على الدائرة بحيث يكون 60 = 80٥‏ والانتقال من ۸ إلى © دوران مباش 
(عكس جهة دوران عقارب الساعة)» فتكون 0 صورة 7 وفق ۰7 ويمكن أَنْ نکتب ذلك كما يأتي 
=٤‏ 4 ١م۸0‏ . فنحصل على حالتين كما في الشكل. 

© نناقش کل حالة على حدتها : 


الحالة الاوی: 
1 1 
ABC = 2400 = 5 (90° - 60°( = 15‏ 
BAC - > BOC - 90°‏ 
ACB - 180 - 30° + 15° = 5“‏ 
الحالة الثانية: 
۱ 1 1 
ACB = = 408 = =(90°) = 45‏ 
2 2 
1 


ا ك ا = BAC‏ 
CBA = 180° - 30° + 455 = ۳‏ 


نات ومسائل 


69 بین 0 متوازي أضلاع مرکزه 0. 
9 أنشئ صورة 4807 وفق الانسحاب رر_7 الذي ينقل © إلى 7. 
© إنّ صورة ۸801 وفق ر, م7 هي متوازي اضلاع أثبت أنّ (1 مركزه. 
۳۹ 
© لما كان الانسحاب یحافظ على التوازي وعلی قیاسات الزوایاء كانت صورة 
متوازي الاضلاع ۸707 وفق الانسحاب رر,_ر7 هي متوازي الاضلاع 








۵ كما هو موضَخ في الرسم. حیث أنَّ صورة النقطة 8 وفق 
الانسحاب و70 هي . 
© لما كانت 0 هي منتصف [80] استنتجنا أنّ صورتها 7 وفق الانسحاب مو.ن7 هي منتصف 
7 فهي إذن مركز متوازي الأضلاع 0 ۸ . 
63 نین لدینا المثلث ۰۸0 والنقطة 7 منتصف القطعة المستقيمة [80]. لتکن ل نظيرة النقطة 
7 بالنسبة إلى النقطة ۸ . 
© أنشئ النقطة × صورة 7 وفق الانسحاب م. ,7 الذي ينقل ۸ إلى ۷. 
© ما هي صورة النقطة 7 وفق الانسحاب بر, 7 ؟ 
ال 
0 7 (84] باتجاه 4 ونحدد على الجزء الممدد النقطة ل بحيث تكون 
النقطة ۸ منتصف القطعة المستقيمة [87] فتكون ل نظيرة النقطة 2 بالنسبة 
إلى النقطة 4ء كما هو موضح في الرسم. 
نکمل رسم متوازي الأضلاع ۸7760 فتكون النقطة 7 صورة النقطة 7 وفق 
الانسحاب بٍ7 . 





© لمّا كان ع87 = 40 وكان الرباعي 48076 متوازي أضلاع وجدنا أنَّ 
8 = 06 وبالتالي J4‏ = 076 ومنه فإِنٌ النقطة 4 صورةالنقطة 7 وفق 





الانسحاب مر, م7 لأنَّ الرباعي 07470 متوازي الأضلاع. 

لگا یی ۵ و ۸ مستقيمين متقاطعين في نقطة ۰.0 وليكن 1 و ٴ4 منصّفي الزاويتين المکوّنتین 
بهذین المستقیمین. وأخيراً لتکن 17 نقطة واقعة على المستقیم ۸ . 

© أنشئ النقطة ۸۷ صورة النقطة 1 وفق الانعکاس الذي محوره 1ء والنقطة 2 صورة النقطة 1 

وفق الانعکاس الذي محوره '4 . 


© علل کون المثّث ۳۸/۲ قائم الژاوية. 

۳5۹ 

© المستقیم 7 منضف احدی الزاويتين بين ۵ و ۸ ء اذن المستقیم ۸۳ 

صورة المستقیم ۸ وفق انعکاس محوره 4. و لمّا کانت ۸ © ۸2 استنتجنا أن 

> ۷ . ونجد بالمثل أنّ ۸ ع ‏ . فالنقاط 1 و 0 و تقع على استقامة واحدة. 

© إن 017 = 031 (لأنَّ 7 محور [1/۷]). وکذلك 077 = 02 (لأنَّ 0 محور [0۸])ء نستنتج 

إذن منتصف الضلع [۲/] في المثلث 211477 هو مركز الدائرة المارة برژوسه فهو مثلث قائم في ۸۷ . 

@ نیک 0 متوازي أضلاع مركزه 0. 4 مستقيمٌ متوضعٌ كما في 
الشکل المجاور» ويقطع القطعة المستقيمة [(07] في ۰/۷7 كما يقطع 
القطعة المستقيمة [80] في /۸. لیکن رى التناظر الذي مرکزه 0. 

© آنشی النقطتين 12 و ۸۷ صورتي النقطتين 11 و ۸۷ وفق رک بالترتیب. 

© استنتج أنّ المستقیم (۸/۷) يوازي المستقیم 6 . 


© لتكن ۸۸ نقطة تقاطع (410) مع [(۰]41 لما كانت القطعة المستقيمة 








[42] صورة [08] وفق ری » استنتجنا أن صورة 11 وفق ری تقع في آن معا 
على کل من (/01) و (42) فهي إذن ۰۸۲ أي ۸۲ = (/)رک. ونجد 
بالمثل أنّ (۷)ری = ۷ هي نقطة تقاطع 077 مع [48]. 
© الشکل ۸۸/۸۸/۲ متوازي الاضلاع لتناصف قطريه» وعلی الخصوص (/1) || (۲/۷) وهي 
الخاصة المطلویة. 
© يكن 40 مثلثاً متساوي الساقین رأسه 4ء ولیکن 77 المسقط القائم للنقطة ۸ على [80]ء 
ولتكن 1 نقطة من [47[7] مختلفة عن ۸ وعن ۰۶ يقطع المستقی (/81) المستقيمَ (40) 
في 1 ويقطع المستقیخ (/03) المستقيم (۸) في 7.. لیکن 5 الانعكاس الذي محوره (477). 
© ه علل کون المستقيم (07) صورة المستقيم (87) وفق الانعكاس 5. 
ھ ما صورة المستقيم (40) وفق ی ؟ 
۵ استنتج أنْ 7 = (5)7. 
© علل کون الرياعي 2770 شبه منحرف متساوي الساقین. 
© ۸ لما كان الارتفاع المتعلق بالقاعدة محوراً للقاعدة في المثلث المتساوي الساقین» وجدنا آنْ 0 
صورة 7 وفق الانعکاس ك» أي ان © = (5)8» والنقطة 17 تقع على محور التناظر (477) 








إذن ۸ = (/2)ی» وعلیه صورة المستقیم (87) = (811)» وفق ک. هي المستقیم ([0) = (011). 
ھ صورة النقطة 4 وفق الانعکاس ی هي ۸ نفسها وصورة النقطة 0 هي النقطة 7 ومنه نستنتج 
أنَّ صورة المستقیم (۸0) وفق 5 هي المستقیم (۸). 

ھ لما كانت النقطة 7 هي نقطة تقاطع المستقیمین (40) و (/81) وجب أن تکون صورتها وفق ك 
نقطة تقاطع صوتیهما وفق 5 أي نقطة تقاطع المستقیمین (40) و (/01) وهي 7 إذن 7 = (1)&. 
© لما كان 7 = (5)7 و 8 - (5)0 كان (17) || (80) لا هذين المستقیمین عمودیان على 
(477). فالرياعي 8710 شبه منحرف. وهو متساوي الساقين لن المستقيم (477) محور تناظر له. 
حيث إنّ الانعكاس المحوري 5 يحافظ على الرياعي 8710 . 


© تر الحويلات 

6 دائرة مرکزها 0 و [48] أحد أقطارها. 14 نقطة واقعة على © مختلفة 
عن ۸ وعن 8. 4 مستقيمٌ يمر بالنقطة 1 موازياً المستقيم (48). نرسم 
من 4 و 7 مستقيمين يوازيان المستقيم (014) فيقطعان المستقيم 0 في 
۸ و “8 بالترتيب. لتكن 74 صورة 0 وفق التناظر الذي مرکزه /711. 
أثبت أنّ المثلث ”4/75 ملت قائم. 

لیکن ,,, 72 = 7 الانسحاب الذي ينقل 0 إلى 34 . لما كان کل من 0۸۸۲ و 088'1 متوازي 
الأضلاع» استنتجنا أنّ ۸ = (7)4 و 7 = (7)8. ولدينا إنشاءة ۸۲ = ۰700 إذن المثلث 
۸ هو صورة المثلث 481 وفق الانسحاب 7. ولكن هذا الأخير مثلث قائم في 14 (لأن 
الزاوية 4718 تقابل قوس نصف الدائرة )» فلابد أن يكون /1 ۸ أيضاً قائماً في '11 . 


0 محور قطعة مستقيمة .]8٥[|‏ ۸ و 71 نقطتان واقعتان على 1 نفترض 
أن المستقیمین (48) و (/01) یتقاطعان في ۰۷ ون المستقیمین (۸0) و 
(/1) یتقاطعان في 7. آثبت ان النقطة ۲ هي صورة النقطة N‏ وفق 











الانعکاس الذي محوره 0. 
لنرمز بالرمز 5 إلى التناظر الذي محوره 4. لمّا كان 4 محور القطعة المستقيمة [80] استنتجنا أن 
0 = (8)ى و 8 = (0). ومن ناحية أخرىء لمّا كانت النقطتان 4 و ۸2 تنتمیان إلى محور التناظر 
۾ استنتجنا أيضاً أن ۸ = (م)5ى و 1 = (/6)1. 





إذن صورة المستقیم ( (0) وفق ی هي المستقیم ( وصورة المستقیم ( (84) وفق ک هي 
المستقیم ( ۰00۸۱ عليه تكون صورة N‏ ( 101 13111+ +0 
الصورتین (142) و (04) أي النقطة  :‏ = (6)۷ ۰ وهي النتيجة المنشودة. 


© اسعمال العارین 

0 ملت متساوي الساقین» ۸۶ نقطة من القطعة المستقيمة [۰۸0 ۸ 4 
صورة النقطة 1 وفق الانسحاب م, م7 الذي ینقل ۶ إلى ۰0 وم ۱ 

صورة النقطة ۸۶ وفق الدوران المباشر 7 الذي مرکزه ۸ والذي ینقل ۲ 

النقطة 7 إلى ©. أثبت أنّ المثلث 7077 متساوي السّاقين. 3 ۹ 





ال 
لما كان © = (۸)8 و ۴ = (/701 استنتجنا أنّ صورة القطعة المستقيمة [/1] وفق ۸ هي [0] 


وبوجه خاص 811 = 02. ولمّا كان ۸/07 متوازي الأضلاع لان N‏ = (/),, م7 استنتجنا 
آیضا أنّ 814 = 077 . وعلیه نری أنّ 07 = 0 والمثلث 2077 متساوي الساقین. 


لیا اعمال رید الدومة 

0 ملت قائمٌ ومتساوي السّاقين رأسه 4ء 7 نقطة من القطعة المستقيمة 0 
[40]ء 147 ملت قائخ ومتساوي السّاقين في 4 والنقطة 7 تقع خارج 

القطعة المستقيمة [48]. أثبت أن المستقيمين (7) و (07) متعامدان. 

J 4 7‏ 
لیکن 7 الدوران المباشر ربع دورة الذي مرکزه 4 .ان 0 هي صورة 7 وفق 7 وكذلك تكون 7 
صورة 7 وفق ٠۸‏ إذن المستقیم (0) هو صورة آ8 وفق 17 وعلیه (81) ل (07). 

ونترك لکم استکشاف طرائق آخری لحل هذه المسألة دون استعمال التحویلات الهندسية» ولکن هذا ليس 
موضوع البحث. 


© تعر الا المركرئ 

7ء متوازي أضلاع مرکزه ۰0 4 مستقيمٌ مار بالنقطة 5 
المستقیم (0) في ۲ ویقطع المستقیم (۸) في ۰0 ۸ مستقيمٌ ما 
بالنقطة 0 ویقطع المستقيم (۸) في 77 ويقطع المستقیم (80) ۷۸ 


ثبت أنّ الرّياعي ۸/۳۷۲ متوازي الاضلاع. 








ال 
لیکن ری التناظر المركزي حول 0. الذي هو مركز تناظر متوازي الأضلاع 40010 . لمّا کان 

(CD) = )48(‏ رک و 4 = (0)رى 
استنتجنا أنّ صورة ۲ء (التي هي نقطة تقاطع (072) و 4)ء وفق رک هي نقطة تقاطع (4) و 
وهي 0. أي 0 = (7)ری. ونبرهن بأسلوب مماثل أنّ ۸ = (14)ن5. إذن 0 هي منتصف كل من 
القطعتین المستقيمتين [70] و [۰]12 والرياعي 112770 متوازي الأضلاع لتناصف قطريه. 
]ا اسعمالالدممان 
لیکن 4807 مرتعاً مركزه ۰0 نتأمّل على القطعة المستقيمة [48] نقطة 
57ء وعلى القطعة المستقيمة [80] نقطة ۳ ونقطة © على القطعة 
المستقيمة [7©]ء ونقطة 7 على القطعة المستقيمة [472] بحيث يكون 





BF = 06 = DH‏ = 417 . أثبت أن 7۳67 مرتع. 


لیکن 7 الدوران المباشر ريع دورة حول 0. لمّا كان  ]۸/[‏ ([72)/84 والدوران يحافظ على الاطوال 
استنتجنا أنّ صورة 7 (الواقعة على [84]) وفق ۰7 هي نقطة من [470] تبعد عن (۸)4 = 1 





بمقدار 48 (أي بُعد ۸ عن ۰/0 فهي إذن ۰17 أي 77 = (7)5. ونبرهن بالمثل أن 
R(H) - 0‏ و 7 - 10 و 87 - (۶)ع7 
هذا يبرهن أنّ الرباعي 87617 مریغء مثلاً لان 
R((EH])) = [HG]‏ ر [67۶] = ([ 120/۳0 [FH]‏ = ([7)]067 
فالأضلاع متساوية الطول ومتعامدة. 


9 اسعمال الا الم نكري 

2 و © دائرتان متماسّتان خارجاً في ۰7 مرکزاهما 0 و 0 بالتّرتيب. 
ونصفا قطریهما متساویان. £ و ۲ نقطتان من الداثرة 0 » مختلفتان عن '7. 
المستقیم (17) یقطع الذائرة “0 في نقطة ۰۸۲ ویقطع المستقیم (۳7) 
الذائرة 0 في نقطة ۸ . برهن أنّ الزباعیٔ 7777/۳ متوازي الاضلاع. 
لیکن ,ری التناظر المركزي حول 7. نقطة التماس تقع على خط المرکزین ('00) ولدینا استنادا إلى 
الفرض 70 = 70. نستنتج إذن أنّ 0 = (0)ہی و 0 = (0)م5 . 





النقطة (7).ى نقطة مشتركة بين المستقیم (۳1) ہی = (۳7) والدائرة (0)ک = 0 فهي إذن ۸ 
اي N‏ = (7)ی. 

ونری بالمثل أنّ النقطة ()ی هي نقطة مشتركة بين المستقیم (1) ہک = (57) والداثرة 
0),ی = © فهي إذن ۸2 أي 14 = (),ک. إذن 7 هي منتصف کل من القطعتین المستقيمتين 
[۳۷] و [8574]ء والرياعي "7177 متوازي الاضلاع لتناصف قطریه. 


[63 اعمال الدیران برع <ومة 
180 مریم مركزه ۰0 11 نقطة واقعة على القطعة المستقيمة [4]ء و 
۷ نقطة من القطعة المستقيمة 901] تُحقّق 

.<MON ح‎ 90° 





برهن أن المثلث 11077 قائمٌ متساوي الساقین. 
لیکن 7 الدوران ربع دورة حول 0 الذي ينقل 4 إلى 8. فيكون [80] = ([۸)]48. لتكن '// 
صورة 1 وفق ۸. إِنّ “14 نقطة من القطعة المستقيمة [80] وهي تقع أيضاً على المستقيم الذي 
يصنع مع (011) زاوية قائمة فهي إذن ×. أي N‏ = (72)31. ومنه 017 = 0۸ء والمثلث 1/0 
قائمٌ متساوي الساقین. 
© نكن 7 مربّعاً مرکزه ۰0 ولیکن 481 و 4107 مثلئین متساوتي الأضلاع مرسومین 
خارج المرتم 4807 . لیکن 5 الانعكاس الذي محوره (40). 
© © برهن أن 105 - 2740 = 2040 . 
© استنتج أن المستقيم (40) ينصّف الرّاوية 27۸7 وأنّه عمودي على (71). 
© برهن أن 7 = (1)ى. 
© © ما هي صورة المستقيم (27) وفق الانعكاس ی ؟ 
© استنتج أنّ المستقيمات (7) و (87) و (40) تتلاقى في نقطة واحدة. 





۴ - 45° + 60° - 2۸0 + 417ل م = 7/۸0 
ونجد بالمثل 105۴ - 2۲۸0 . 
© نستنتج مما سبق ان (۸0) منصف لزاوية الرأس في المثلث 
المتساوي الساقین 1۸7 (لان 47 = 48 = 42 = ۰/۸7 فهو إذن 
محور القطعة المستقيمة [17]ء وبوجه خاص (757) 1 (40). 





eee -- 
ے۔‎ 


© وجدنا أن (40) هو محور القطعة المستقيمة [17]ء إذن 7 = (5)7. 
© © لمّا كان (40) محور القطعة المستقيمة 8 (لانْ 4 متساوية البعد عن ۶ و( وکذاك 
بالنسبة إلى ۰/0 استنتجنا أن 8 = ()ی ورآینا آن 7 = (7)ى» إذن (78) = ((1) ؟. 
© لتکن × نقطة تقاطع المستقیمین (10) و (78). إِنّ النقطة (5)ک نقطة مشتركة بين صورتي 
المستقیمین (10) و (78) وفق ك» أي بين المستقیمین (70) و (78) نفسيهماء فهي إذن النقطة × 
ذاتھاء أي × = (×)ى» فالنقطة × تقع على محور التناظر (40) والمستقیمات (21) و (.8) 
و (40) تتلاقی في نقطة واحدة. 
0 لیکن 480 مثلّثاً. ولتکن 7 منتصف الضلع [۰]80 و 7 نقطة تلاقي ارتفاعات المثلّث 
0 . نسمّي 7 نظيرة النقطة 8 بالّسبة إلى المستقيم (80)ء 7 
ونسمّي /71 نظيرة 7 بالنسبة إلى 1. 
© © آثبت أن ,7707 متوازي أضلاع. 
© استنتج أنّ المثلثين 481 و ۸07 قائمان. 
© © أثبت أنّ (1×) يوازي (60). 
© استنتج أنّ المثلث ,۸11 قائم. " 
© آثبت أنّ النقاط ۸ و 8 و © و تقع على الدّائرة التي قطرها [41]. 
© آثبت صخة الخاصة : «إذا كانت 7 هي نقطة تلاقي ارتفاعات مثلّث ۰۸0 وقعت 
نظائر النقطة 7 بالنسبة إلى أضلاع المثلّث على الداثرة المارة برژوس المثلث » . 
و 
© © لما كانت 7 منتصف کل من [80] و [11] استنتجنا أنّ الرياعي 81101 متوازي الاضلاع 
© استناداً إلى تعريف 7 لدينا (70) 1 (48) ولكن (70) || (7ھ) لان 81٥1‏ متوازي الأضلاع 
إذن (8ع) ١‏ (48). ونبرهن بالمثل أنّ (20) ۱ (40). فالمظثان 481 و ۸07 قائمان. 
© © لتكن ۸ نقطة تقاطع 7776 مع [60]. لما كان )8٥(‏ محور القطعة [677/] استنتجنا أن 
۸ منتصف [7527]. إذن في المثلث ,۸161 المستقيم (/74) يصل بين منتصفي الضلعين [5[7] 
و[216]» فهو يوازي الثالثة أي (226) || (80). 
© لما كان (20) عمودي على (4۸) وهو يوازي (167) استنتجنا أن (4۸) 1 (11) فالمثلث 
1 قائم في × . 
© إِنّ [41] وتز مشترك في المثلثات القائمة 481 و 4161 و 0 ۰۸ فالدائرة التي 41 قطر فيهاء 
تمر برژوس هذه المثلثات. والنقاط ۸ و 8 و © و × تقع على هذه الدائرة. 





© آثبتنا فیما سبق أن النقطة 7 نظيرة النقطة 77 بالنسبة إلى (820) تقع على الدائرة المارة برژوس 
المثلث 48٥‏ . وبأسلوب مماثل نجد أنَّ نظيرة النقطة 77 بالنسبة إلى كل من الضلعین (48) و (6۸) 
تقع أيضاً على هذه الداثرة. 
4 و ون مان قاتمان ومتساویا الساقین مشتركان بالراس. 0 

. لیکن الدوران ربع الدورة المباشر 7 الذي مرکزه 0. 

9 ما هي صورة النقطة ۸ وفق ۸ ؟ ما صورة النقطة 0 ؟ 

© استنتج أنّ 0 = 40ء وأنّ (82) 1 (40). 





الك 
© وضوحاً لدینا 8 = (72)4 و2 = (7)0: 





© مما سبق نجد أن [8] = [40] 1 إذن BD‏ = ۸0 و AC‏ ل BD‏ . 
0 لتكن 0 مركز الذائرة 6 المارة برؤوس المثلّث المتساوي الأضلاع 
60 ولتکن 7 منتصف القطعة المستقيمة [47]ء و 4 مستقيمٌ 
يمر بالنقطة 7 موازياً (20). نرمز بالرمز ۸ إلى الدوران المباشر 
الذي مرکزه 0 وزاوبته *120. 
© © ما صورة القطعة المستقيمة [47] وفق ۸ ؟ 





© استنتج أن صورة النقطة 7 وفق ۸ هي النقطة 7 منتصف [80]. 
© © ما صورة المستقیم (80) وفق ۸ ؟ 
© استنتج أن صورة المستقيم 4 وفق ۸ هي المستقيم (17). 


ال 


© © .وضوحاً لدينا [60] = ([7)]47 استناداً إلى خواص المثلث المتساوي الأضلاع. 





© الدوران يحافظ على منتصف قطعة مستقیمةء إذن صورة 7 منتصف [48] وفق ۸ هي النقطة 

7 منتصف [0 ]۰ 

© © صورة المستقیم (80) وفق ۸ هي المستفیم (04). 

© المستقیم 4 يوازي (۰)80 ویمر بالنقطة 7 منتصف [۰]47 فصورته (۸)4 مستقیم یمر بالنقطة 

(۸)1 = 7 منتصف [80] موازیاً (80) ۸ = (۰)0۸ فهو إذن (17) المار بمنتصفي الضلعین 

[80] و ]۰ إذن (77) = (7)0. 

3 لتکن © مركز الذائرة © المارة برؤوس المثلث المتساوي الاضلاع 
0 ولتکن ۲ نقطة من القوس 20 الذي لا يحوي 4. (1 
هي نقطة من [411] تحقق 110 = (/1 . 





© أثبت أنّ المثلث 01107 متساوي الأضلاع ؟ 

© نرمز بالرمز 7 إلى الذوران المباشر الذي مرکزه © وبنقل ۸ إلى 2. 
هما صورة المثلّث ۸0 وفق ۸ ؟ 
استنتج أنّ 470 = 21 وان ۸/۸ = MB + MC‏ . 





© لما كان 60° = 2۸0 = 4407ء ء لأنّ كان 480 مثلث متساوي الاضلاع والزوایا المحيطية 

في الداثرة التي تقابل القوس نفسه متساوية في قیاساتها» استنتجنا أنّ المثلث المتساوي الساقین ۸/00 

متساوي الاضلاع لان قياس إحدى زوایاه يساوي 60. 

© © لدينا 8 = (۸)4 و ۸ = (()۸. ومنه صورة المثلث 400 وفق الدوران ۸ هي المتلث 

. BMC 

© نستنتج من کون [811] = ([۸)]42 أنّ 811 = 482 . ولدینا 140 = 12 إذن 
MB + MC = AD + DM = AM‏ 

وهي النتيجة المطلوبة. 

0 0 مرتع مركزه 0. 1 نقطة من الصّلع [48]. يقطع المستقیخ المار 

بالنقطة ۶ عموديّاً على (014) المستقيغ (۸) في ۶. بالاستعانة بتحویل 

تختاره» أثبت أنّ المثلث 701/1 مثلّث قائم ومتساوي الساقین. 

لیکن 7 الدوران ريع دورة حول 0 وينقل ۶ إلى 4 . إِنْ المستقیم (0711) ۸ هو المستقیم العمودي 

على (07114) والمار بالنقطة 8 = (7)/0ء فهو إذن (87). 

النقطة ۸ هي نقطة تقاطع المستقيمين (014) و (48) فصورتها وفق 7 هي نقطة تقاطع صورتيهما 

وفق ۸ أي (87) و (42) فهي إذن النقطة 2. أي 7 = (7)۸0. وهذا يبرهن أن المثلث 701/1 








مرتعین ۸77 و 40777 . بالاستعانة بتحودل تختاره» أثبت 
ن BF‏ = 70 وان المستقيمين ‏ (67) 
و (BF)‏ متعامدان. 
لیکن 70 الدوران ربع دورة الذي مرکزه 4 وینقل 7 إلى ۰0 إنّ الدوران ۸ ینقل 8 إلى 7.. نستنتج 
إذن أنّ [07] = ([70)]58 ومنه 07 = 78 و (07) ۱ (78)ء وهي النتيجة المرجوة. 








الهددسة الفراعيّة 








© مہ ا حسمات المنظوم 
©© نواعد لتلاقی 

© التوانري نے افراع 

56 ا بے الف ا 





7 5 - ہے‎ SZ 


© بين أيّ الرُسوم التالية» لا یمثل مجتماً تمثیلاً منظورتاً» وأعذ رسمه مُصححاً في دفترك. 





جميع الأشكال المعطاة لا تمثل مجسمات تمثیلا منظورياً صحيحاً. لنصحّحها كما یأتی: 


ہے پر پت یم 


© اکمل كلا من الرّسوم التالية لتمٹل مكعباً مرسوماً منظوریا 
0 





کو كت كك اكت رصم كح يه 











ده قطزيم -صؤحة 9 
® لیکن 48017077 مکغباً. ولتکن 7 نقطةً من الحرف [4] و 7 
نقطة من الحرف [00]. 
© بالاستفادة من قواعد التلاقي» أثبت أنّ التقطتين 7 و 7 تنتمیان 
في آن معا إلى المستویین (487) و (0@1). 
© ما هو إذن تقاطع المستوبین (487) و (06)؟ 














© 7 نقطة من المستقیم (48) المحتوی في المستوي (407) فهي نقطة 
من المستوي (۰)۸7 وهي وضوحاً تنتمي إلى المستوي (061)» فهي 
تنتمي إذن إلى تقاطع المستویین (487) و (067). ونبرهن بالمثل أنّ 
النقطة 7 تنتمي إلى تقاطع المستوبین (407) و (001). 

© المستویان (487) و (007) غير منطبقین» لان € لا تنتمي إلى 
المستوي (۰)۸0 وهما یشترکان بالنقطتین 7 و 7 . فتقاطعهما هو المستقیم (17). 





© لیکن 4807 رياعي وجوه. ولتکن 7 نقطة من الحرف [870] 


1 
مختلفة عن 8 و ۰ و0 نقطة من الحرف [010] مختلفة عن ) AS‏ 
8 . عیّن تقاطع المستوبين (۸0) و ('0 '40). 0 2 7 





من جهة أولى النقطة 4 تنتمي إلى کل من المستويين (480) و('٥'48).‏ ومن جهة ثانیة 
تنتمي النقطة 7 إلى المستوي (400) لاتها نقطة من المستقیم (70) المحتوى فیه» وهي تنتمي كذلك 
إلى المستوي )48'٥'(‏ لاتها نقطة من المستقيم (8/07). إذن يتقاطع المستويان (480) و (4708'0) 
بالفصل المشترك (۸). 


7 تد رہ -صفحة 12 

0 في ریاعی الوجوه ۰۸480٥02‏ لتكن 7 منتصفت [148» و 7 منتصفت [۰]80 و 7 منتصفت 
۰0707 وأخیراً ,7 منتصفت [۸]. 
© آثبت أنّ المستقيمین (17) و (75) متوازيان» وأنَ المستقیمین (17) و (161) متوازیان. 
© ما نوع الرّياعي ,17161 ؟ 





الخاصة الاساسية التی علینا أن نتذکرها هی أنّ القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفی ضلعین 
في مثلث توازي الضلع الثالثةء ولها نصف طولها. 








© من المثلث 47 نستنتج أنّ (870) || (۰)7 ومن المثلث 07 نستنتج 


أنَّ (82) || (77)ء إذن (716) || (77)ء لأنّ كلا منهما يوازي (82). 1 
وبالمثل نجد أن (57) || (17) لأن كلا منهما يوازي (0 ۸). 3 ۷ 
D‏ 
© الرباعي ,7/167 متوازي أضلاع لتوازي کل ضلعین متقابلین فیه. 1 
0 


© لیکن لدینا المکقب 4807177017 . ولتکن ۸ نقطة من [48]» 77-۲ 
E‏ 
ولتکن ١‏ نقطة تقاطع المستوي (/7771) مع المستقيم (/2). أثبت 


توازي المستقيمين (577) و (17). 


الفصل المشترك للمستوبین 7۳۸/۷ و 46000 هو المستقيم 1/۷ . والفصل المشترك 
للمستوبین ۳۸/۷ و ۳0۳ هو المستقيم 77۳ . ولمَا كان المستوي 7۳/۷ قاطعاً 
لمستوبین متوازبین» كان الفصلان المشترکان لهذين المستوبین 48000 و 7۳61 مع المستوي 
القاطع 7771/۷7 متوازبین» أي (27) || (4/0۷). 





© لیکن لدینا الھر 8486010 الذي رأسه £ وقاعدته متوازي الاأضلاع 48٥02‏ . ولتکن ۸ نقطة 
من [90] ولتکن ۷ نقطة من [98]. نفترض أنّ (/1) يوازي (00). 
© آثبت أنّ المستقیمین (47) و (/۷1) متوازیان. ۲ 
© في المستوي (۰)۸1۸/۷ یتقاطع المستقیمان (47۸) و( )211‏ م 
۱ 
کے 
9 


فى النقطة . 
4 آثبت ان 7 تنتمي إلى کل من المستوین (548) و (81(0). رونت 
4 


ا أثبت أنّ المستقيم (87) هو الفصل المشترك للمستودين 1 
(SAB)‏ و .(SDC)‏ 
8 استنتج أنّ (57) يوازي (۸). 





© في متوازي الأضلاع 4807 كل ضلعین متقابلين متوازیان» أي (80) || ((47)ء ولدينا فرضا آن 
(80) || (1477)ءإذن (47) || (1/۸) (لمادا ؟) 








@ ا ۷ محتوی في المستوي 548 والنقطة 7 نقطة من هذا المستقیم إذن ۶ 
7 هذا المستقيم إذن 7 تنتمي إلى المستوي 5(٥‏ 


4 لما كانت النقطتان ک و ۶ نقطتين مشتركتين بین المستوبین 848 و 800 ء استنتجنا أنّْ 
7 هو الفصل المشترك لهذين المستوبین 5472 و 51000 . 


® لما كان ۸8010 متوازي الأضلاع» کان (00) || (45)ء ولكن المستقیم 47 محتوی في 
المستوي 548 والمستقيم 0۷7 ومحتوی في المستوي 0 فالفصل المشترك لهدین 
المستودين يوازي كلا من المستقیمین 48 و ۶ » إذن (52) || (۸). 


ریہ ندزوم - نمة 15 


لتکن © داثرةٌ في المستوي 27 قطرها [47]» ولیکن ۸ المستقیم العمودي في 4 على المستوي 
7. نتأمل نقطة 1 من ۰0 ونقطة N‏ من ۸. 

آثبت أنّ المستقیمین (144) و (18) متعامدان. 
© أثبت 5 المستقیم (/1) عموديٌ على المستوي (/۸1). 
9 استنتج أَنْ المستقيمين (18) و (1177) متعامدان. 








© الزاوية ۸127 محيطية تحصر قوس نصف الداثرة فهي قائمة في 1۶ إذن (118) 1 (114). 
© (118) عمودي على کل من (714) و (477) إذن (18) عمودي على المستوي (۸/۷). 


© (۸/۶) عمودي على (۸۸/۸) و (177) محتوی في المستوي (4147) إذن (۸/۸) 1 (118). 











: ھی مر نات ىمسا دل 


ی نتأمل المكقب ۸30/0۳611 . بین الإجابات الصحيحة من بين “ےر 






2 
الاجابات الثّلاث المقترحة فيما يأتي: 
٭ المستقیم (7/4) يوازي : ۱ 7 ۸ 
0 المستوي (278). نا © المستقیم (18). © المستقیم (۳۰)6/6 
© المستوي (548) يوازي : 
0 المستقيم ((271) .آلا © المستوي (27760) .آلا © المستوي (57078). 
المستقيم (110) عمودي على : 
0 المستوي (8760). لما © المستوي ((70471) .آلا 3 المستقيم (4) .لا 
ت إذا کان 2 = 48 فطول القطعة المستقيمة [272] يساوي : 
® ۰.23 © 3.. © 1.12 
ار نتأمل رباعيّ وجوه منتظم ۰۸0 أي وحوفة مات ماه ده 
الأضلاع. لتكن التقطة 7 منتصفت [80] والتقطة 7 منتصفت [02]. 
بین الاجابات الصحيحة من بين الاجابات الثلاث المقترحة فيما يأتي : م 2 
٭ المستقيم (77) يوازي : ارده 


0 المستقیم (8(2). © المستوي (۷.)8۸42 3 المستقيم (۸8). 
یچ تقاطع المستوبین (477) و (۸0) هو : 

0 المستقيم (۸8). © المستقیم (247) .آلا 3 المستقیم (17). 
ې في رياعي الوجوه 40010 یکون : 


۷3 


© ۸48 -- = ۷۰۸7 © ۸17 متساوي السَاقین.۳ 4 ۸17 متساوي الاضلاع. 








60 نتأمل رياعي وجوه ۰.۸0 التقطة 14 هي النقطة من القطعة ‏ ر 


المستقيمة [42] التي ثحفّق المساواة 248 = 4071ء والتقطة ۷ هي بر 


التقطة من [40] التي تُحقّق المساواة “AC‏ = وک النقطة ے 

7 هي منتصف ۰۱41 

© آثبت أنّ (3177) یقطع (80) وان (۷۳) يقطع ((01)» ون (۸/۳) یقطع ((81). 
© نسمّی 7 و 7 و نقاط التقاطع السابقة بالترتیب. آثبت وقوع هذه التقاط على استقامة 


واحدة. 





© يقع المستقیمان (1/7) و (90) في المستوي (۰)۸190 
ین 3 للك و 1 كلك نزن كنك ے ال فیما 
AC AB AB 4 AC 4‏ 
غير متوازيين ولا بُدَ أن يتقاطعا في نقطة نسميها 1. 
ونبرهن بالمثل أنّ المستقيمين (3/5) و (82) يتقاطعان في 
نقطة نسميها 76ء و أنّ المستقيمين (۸7) و (010) يتقاطعان 
7ی66 
© النقطة 7 تقع على المستقیم (80) فهي نقطة من المستوي (807)» وکذلك نجد أنّ النقطتين 7 
و 16 تنمیان إلى المستوي (80). وبالمثل نری أنّ النقطة 7 تقع على المستقیم (1177) فهي نقطة من 
المستوي (۰)/۳ وکدلك تنتمي النقطتان 7 و K‏ تنمیان إلى المستوي (۸/۷۳). 
إذن تنتمي النقاط 7,7,1 إلى الفصل المشترك للمستوین (801) و (۸/۳) فهي تقع على استقامة 


واحدة. 





ای نتأمّل رياعي وجوه (4801/. لتكن ۸ منتصف [48]ء ولتکن ۲ ۸ 
منتصفت [07]» وأخيراً لتكن ۸ نقطة من [40] تُحقّق 0 = .AN‏ 


المطلوب هو ریم تقاطع المستوي (1/۳) مع وجوه ریاعي الوجوه م 
ABCD‏ . 8 








7 و ۷ نقطتان مشترکتان بين الوجهین ۸80 و 1۳ اذن 1177 هو 
الفصل المشترك لهذین المستوبین» وبالمثل نجد أن ۳ هو الفصل المشترك 
للمستوبین 2407 و 11777 . 

من جهة آخری یقع المستقیمان 1177 و 80 يقعان في المستوي ۸0 
وهما غير متوازیین لا لك عب 40۶ . لتكن 7 نقطة تقاطعهما. 

7 و ۶ نقطتان مشترکتان بين الوجهین 80 و 1472 ٠‏ اذن المستقیم 7۳ هو الفصل 
المشترك لهذین المستوبین. لتکن ‏ نقطة تقاطع المستقیم ۳ مع (20)» فتکون القطعة المستقيمة 
[20] هي تقاطع الوجه 802 مع المستوي (۸/۸۷۳). وأخيراً نری أنّ القطعة المستقيمة [/01] هي 
تقاطع الوجه ۸1 مع المستوي (۸/۸). بالنتیجة: تقاطع المستوي (۸/۸) مع رباعي الوجوه 
0 هو الشکل الرياعي 1/۷۳۴ . 





ؤ0 نتأمّل رياعي وجوه منتظماً 7 . ونضع عليه النقطة 7 منتصف 
[07]. نرسم القطعتين المستقيمتين [47] و [۰7 المطلوب اثباث أنّ 
المستقيمين (۸) و (00) متعامدان. 9 ۱ 


ال 

کل وجه من رياعي الوجوه المنتظم هو مثلث متساوي الاضلاع. [47] متوسط في المثلث ۸01 فهو 
محور القطعة [00] إذن (47) 1 (۰)0 وبالمثل نجد أن (81) 1 (02). إذن (00) عمودي على 
مستقيمین متقاطعین في المستوي (481)ء فهو إذن عمودي على جميع مستقیمات هذا المستوي 
وخصوصاً على المستقیم (47). 


O‏ نتأمل مکغباً ۸۳0۳0۳۳۵7 طول ضلعه mص4.‏ فيه 0 و و 
مرکزا الوجهین 4807 و ۸7777 بالترتیب. احسب آطوال أضلاع 
المثلٹ ۵00 . 








عندما نريد حساب آطوال أو زوایا في الفراغ نبحث عن آشکال مستوية حتی نتمکن من الاستفادة من 








في المثلث ۰۸770 تصل القطعة المستقيمة [00] بين منتصفي الضلعین [40] و [477]ء فهي توازي 
الضلع الثالثة» وطولها يساوي نصف طول الضلع الثالثة [۰]770 التي هي قطر المربع ۰00777 إذن 
وو = HC‏ و ول - .OO'‏ 
[06] هو وتر في المثلث القائم 0060 القائم في . إذن استناداً إلى مبرهنة فيثاغورث نجد 

OG” = 002 + CG = 8 + 16 = 4‏ 
ومنه 2/6 = 06 . وأخیر 20/6 = ي٥0‏ = ۰.00 لتطابق المثظشن 006 و 086 . 


ê 





و نتأمئل مکقباً ۸00/۳67 طول ضلعه ۰46 ارسم مخططاً 
شبكيًاً يمثل الشکل المستوي المتصل الممثل لسطح ریاعی الوجوه 
EACH‏ . 0 
1. أسهل الوجوه رسماً هو المثلث ۸7777 لأنه قائم في 7 وطول 
ضلعه القائمة 4 فنرسمه أولاً. 
2. المشث 7۸0 مثلث متساوي الاضلاع ولقد آنشأنا الضلع 
[114] فهذا ما يسمح لنا برسم النقطة 0. 
3. المثلث 04٨‏ مثلث قائم في 4ء فنقوم بإنشائه على [0 4]. 
4. المثلث 077 مثلث قائم في ۰1 فنقوم بإنشائه على [50]. 5 
انظر الشکل المجاور . سج 
0 لیکن ۸10/۳7077 متوازي مستطیلات فيه : 40 = 80 = 18 و حت 3 - ۸ . 











© أثبت أن المثلّتَ 587 مت متساوي الشاقين. 5 
© ارسم بالقياس الحقیقی مخططأ شبکیاً يمثل الشکل المستوي المتصل 
الموافق لسطح 4191 . 0 





O‏ المثلثان EAB‏ و «EAD‏ القاتمان في 4 طبوقان 


نے سے سی سم امم 
- -۔ 
- 


لأن مس4 = ۸ = ۰۸ و [۳۸] ضلع مشتركة. إذن 
EB = ED‏ . 
© انظر الشكل المجاور . 








0 لیکن لدينا رباعٔ الوجوه ۸07 . ولتکن ۸ نقطة من [80]. 
نرسمُ من 12 مستقیماً موازياً للمستقیم (48) فيقطعٌ (40) في 1 
ونرسم کذلك مستقیماً موازياً للمستقیم (00) فيقطعٌُ (80) في 7 
المستوي (1117) نر مسي (48) في ۰.۸۷ 
© أن بت أن كل مد 00 (777) و (111) يوازي المستقيم (۸ 
9 ما نوج الرباعی 11/7 ؟ 





© لما كان (117) || (۰)0 والمستقیم (113) محتوی في (۰)/17 و ((01) محتوی في (۸0۳) 
استنتجنا أن الفصل المشترك (777) لهذين المستوبين .(CD)‏ 
© وكذلك لما كان (۸11) || (47)ء والمستقيم ( ) محتوى في (7117)» و (۸) محتوى في 


(487) استنتجنا أن الفصل المشترك (۷7) لهذين المستودين مستقيمٌ يوازي (۸). 
© وجدنا أن (147) || (117) و (211) || (71) فالرباعيی 71/7 متوازي أضلاع لان کل ضلعين 
متقابلين فيه فمتوازيان. 


© بی لدينا رباع الوجوه 48٥02‏ . ولتكن £ نقطة من [48]ء و 7 
نقطة من [40]» و © نقطة من [40]. نفترض أنّ المستقيمين 
(07) و (80) غير متوازيين. وكذلك الأمر بالیٔسبة إلى المستقيمين 
(©”7) و ((01) والمستقيمين (876) و ((81). 
© عيّن تقاطع المستوي (8706) مع کل من المستويات (400) و ((401) و (۸1). 
© لإنشاء تقاطع المستوي (770) مع المستوي (1301) فعلنا ما يأتي : 

” عرّفنا × نقطة تقاطع (67) مع (07)» وعرّفنا 77 نقطة تقاطع )G٤(‏ مع ((81). 
فيكون المستقيم (7716) هو تقاطع المستوبين (6) و “.)80D(‏ 
ثبت صحة هذا الانشاء. 
© لتكن 7 نقطة تقاطع (77) مع ((801). هل تتقاطعٌ المستقيماث (80) و (1176) و (1۳) 
فى ۲۱ 


هو 














(EFG) ہ‎ (ABD) = (EG) و‎ (EFG) N(ACD) = (FG) و‎ (EFG) ہ‎ (ABC) = (EF) 
هي نقطة تقاطع المستقيم (67) المحتوى في المستوي (۳0) مع المستقيم (0) المحتوی‎ 7 © 
في المستوي (207) » فالنقطة 76 تنتمي إلى الفصل المشترك لهذين المستوبين. وكذلك نرى أنّ النقطة‎ 
تنتمي إلى الفصل المشترك للمستودين (876) و (802). إذن (77) هو الفصل المشترك‎ 7 

للمستوبين المذكورين. 
© تنتمي التقطة 7 إلى المستقيم (57) وتنتمي كذلك إلى المستوي (207). ولما كان (57) هو 
الفصل المشترك للمستوبین (570) و (۸0) وجدنا أنّ التقطة 7 تنتمي إلى المستوي (400)ء إذن 
تنتمي 7 تنتمي إلى الفصل المشترك (80) للمستوبین (400) (BCD),‏ 
ولما كان )7۸K(‏ هو الفصل المشترك للمستوبین (۳0) و (80۳) وجدنا أن الثقطة 7 تنتمي إلى 
المستقيم (۰)7776 ونعلم أن 7 تقع على ( (85)ء إذن 7 هي نقطة مشتركة بين المستقیمات الثلاثة 
(BC)‏ و (HK)‏ و( 7 
0 لیکن 18010177017 مكغباً طول ضلعه 4 وليكن 0 مركز المرتم 7677 . 
© أثبت أنّ المستقيم (07) هو الفصل المشترك للمستوبین ((77706) و (77007). 
© ارسم بالقیاس الحقیقیٔ المستطيل 77۳71 وعيّن عليه النقطة 0. ° 
© آثبت أنّ المستقيمين (18) و (07) متعامدان. 
© أثبت کذلك تعامد المستقيمين (12) و (50). واستنتج أن (@5) 
عمودیٌ على المستوي (([۰)77۳ وأنّه عمودیْ على (18). 
© آثبت أن (18) عموديی على المستوي (0770). 





© تقع النقطة 0 على المستقيم (۰)176 فهي تنتمي إلى 
المستوي (1(6)ء وهي تقع أيضاً على المستقيم (77) 
فهي تنتمي إلى المستوي (2772087). فالنقطتان 0 و( 
نقطتان مشتركتان بين المستوبین (51006) و (810281)» 
فالمستقيم (0) هو الفصل المشترك لهذين المستودين. 8 7 
0 4 

2۷/9 


الزاویتین حادتان» فالرياعي 07707( دائري و من تم 


© لما كان ٥ 1002 = = tan FH‏ استنتجنا 2 HOD = FBH‏ لان هاتین 


.(OD) 1 (HB) أو‎ 018 = 078 = 1 








© المستقیم ((771) عمودي على المستوي (77"617) فهو عمودي على جميع المستقیماتالمحتواة فيهء 
وعلى (12) 1 (76)؛ وفي الوقت نفسه (577) ا (570) لأنَ قطري المریع متعامدان. إذن (206) 
عمودي على مستقيمين متقاطعين في المستوي 11787 فهو عمودي على المستوي» ومنه 7/06 
يعامد أي مستقيم محتوى في هذا المستوي. وبوجھ خاص (78) 1 (50). 

© وجدنا أنْ (00) ل (28) وق (26) ل (ھ)ء إذن (18) عمودي على مستقيمين متقاطعين 
في المستوي »)(⁄6G(‏ فهو عمودي على هذا المستوي. 





7 لیکن ۸۳70۳۳ موشورا قائماً قاعدتاه ۸۳0 و DEF‏ . 
ولتکن النقطة 7 منتصف (7) و0 مركز المستطيل 
7 . . وأخيراً لتكن 17 نقطة تقاطع (40) مع المستوي 
(0177). أثبت أنّ الرياعي 78107114 متوازي الأضلاع. 


۳۹ 





7 و 1 نقطتان مشترکتان بين المستوبین (048) و (1077)ء إذن (/۳7) هو الفصل المشترك لهذین 
المستوبین. ولکن (48) مستقیم من (048) و (1) مستقیم من ("1077) وهذان المستقیمان متوازیان 
لأنّ 48772 مستطيلء إذن الفصل المشترك (711) يوازي (1(17). 

وبالمثل £ و ۸ نقطتان مشتركتان بين المستويين (040) و (077)ء إذن (/21) هو الفصل 
المشترك لهذين المستوبين. ولكن (40) مستقيم من (040) و(727) مستقيم من (1077) وهذان 
المستقيمان متوازیان لان ۸0 مستطیل» إذن الفصل المشترك (514) يوازي (1). 

نستنتج مما سبق أنّ 87121714 متوازي الأضلاع لان (65) || (7۸۸) و (67) || .)2M(‏ 


6 لیکن 548٥02‏ هرماً منتظماً قاعدته المرتع ۸0 الذي مركزه 0. نفترض أنّ: 
و = OB = OC = OD‏ = 0۸ = و0 
ونعرّف 7۲ نظيرة 5 بالنسبة إلى 0. 
© آثبت أنّ 45° = 840 و 45 = SBD‏ . 
© أثبت أنّ الرباعیّین 2۸70 و 5872 مرتعان. 
© آثبت أنّ الوجوه الثمانية للمجشم "8400107 مثلناث متساوية 
الأضلاع. ما اسم هذا المجسّم؟ 











© لما كان 54802 هرما منتظماً استنتجنا أنّ 20۸ قائم في 0 ومن نم 

tan S40 = 25 = [‏ 
وعلیه 45° = 540 . ونجد بالمثل أَنْ 45° = 57 . 
© قطرا الرياعي 6 متعامدان ومتناصفان ومتساويان. إذن 547٥0‏ مرتع» وكذلك نجد أنّ 
0 مرتع آیضا. 
© لاحظ أنّ كل حرف من حروف هذا المجسم هو وتر مثلث قائم ومتساوي الساقین طول ضلعه يساوي 
٥‏ فطول کل حرف يساوي ۰۸/2 وجمیع وجوه المجسم مثلثات متساوية الأضلاع. یسمی هذا المجسم 
ثماني وجوه منتظم. 





©( بین 77ء مکغباً طول ضلعه 4 . ولتکن 7 نقطة من 
[77]» و نقطة من [58] و 7 نقطة من [76] تُحقّق الشروط: 
FI - 10‏ و ہ20 ع FJ‏ و ی3 ح FK‏ 
ارسم بالقياس الحقيقي مخططأ شبكياً مستویاً متصلاً لسطحَيْ جزأي 
المكعب بعد قطعه وفق المستوي (1712). 
مساعدة : استعمل الفرجار لتتجتب حساب 77 و 7 و 7 . 





کل 








6 لیکن ۸017۳7017 متوازي مستطیلات. فيه: 
AE = BC = 4cm‏ و 6cm‏ - ۸ . 
لتكن النقطة 7 منتصف [76]» والنقطة 7 من [470] التي تحقق 
الشرط .100 - 47 . 
ارسم» على سطح متوازي المستطیلات هذاء آقصر طریق یصل بين 7 و 7. 
مساعدة : ارسم بالقیاس الحقیقی مخططاً شبكيّاً مستوياً متصلاً مناسباً لسطح 4801070677 . 


تجب مناقشة الحلول المختلفة الممكنة وتعیین آقصر الطرق 
يساوي 85ء ولقد رسمناه على متوازي المستطیلات كما يلي 








060 لیکن لدینا ریاعی الوجوه المنتظم ۰۸07 نفترض ان سه5 = 48 . ولتکن 7 و [ و 1 
منتصفات حروفه [4] و [40] و [4] بالترتیب. ارسم بالقياس الحقيقي مخططاً شبكيّاً مستوياً 
متصلاً یمتل سطح المجتم الذي نحصل عليه بعد حذف ریاعی الوجوه ۸716 من ریاعی الوجوه 
ABCD‏ . 





1 2.5 cm K 


2.5 cm 








لا لیکن رياعي الوجوه 5480 الذي نفترض فيه أن (54) عموديٌ على (480) و المثآث 
180 قائمٌ في 7 . 
0 أثبت أنّ المستقيمين (90) و (54) متعامدان. 
© أثبت أنّ المثلث 5807 قائم في 8 . 
© لتكن 7 نقطة من [48]ء نرسم المستوي الما بالثقطة 577 
عموديّاً على (۰)4 فيقطع (40) في التقطة 7ء ويقطع (50) 
في ۰ ويقطع (58) في ×. 
أثبت أنّ المستقيمين (20) و (177) متوازيان. 
© أثبت أنّ المستقيمين (777) و (757) متوازيان. 
© أثبت كذلك أَنْ المستقيمين (1617) و (54) متوازيان. واستنتج توازي (۸11) و (17). 
© أثبت أنّ ے7177 مستطيل. 
© نفترض أنّ 1= 48 وأنّ 9 - 80 = 24 وان ±= ۸۲ . 
© آثبت أن 2 = 77 بتطبيق نظريّة تالس في المثلث ۸0 . 
© أثبت أنّ ‏ -1 776-2 بتطبيق نظریّة تالس في المثلث 8۸. 
© احسب بے مساحة المستطیل 277776 بدلالة 7. 





© © أثبت ت أن ˆ وروے 1 بات وب 1 4 
وین فو الاي و الحالة. 





00 (5) عمودي على المستوي (480) الذي يحوي المستقیم (80) إذن (80) 1 (8۸). 

© المستقيم (80) عمودي على المستقيمين المتقاطعين (48) و (54) فهو عمودي على المستوي 
(847)ء فهو عمودي على جميع مستقيمات هذا المستوي وخصوصاً المستقيم (58). المثلث 50 
قائم في 7 . 
0 لما كان (:7777) ١‏ (47) ء كان (27) ١‏ (48). و لدينا فرضاً أن (90) ا (۸48) لان 
المثلث ۸70 قائم في 8. وهكذا يكون المستقیمان (80) و (77) من المستوي (۸0) عمودیین 
على المستقيم (48) فهما متوازیان. 








© یتقاطع المستویان (5800) و (711770) بالفصل المشترك .)7K(‏ والمستقيم (80) من المستوي 
(580) يوازي المستقیم (117) من المستوي )1117×K(‏ ففصلهما المشترك (116) يوازي كلا من 
المستقیمین (80) و (777). 

© لما كان (45) 1 (48) و (16) ١‏ (۰)42 كان المستقیمان (45) و (6) من المستوي 
(547) عمودیین على المستقیم (۸) فهما متوازیان. 

یتقاطع المستویان (840) و (111716) بالفصل المشترك (757). والمستقیم (45) من المستوي (/ 9۸) 
يوازي المستقیم (7116) من المستوي (117776) ففصلهما المشترك (77) يوازي کلا من المستقیمین 
)45( و .(HK)‏ 

© الرياعي 717716 متوازي أضلاع فيه (111) 1 (45) فهو مستطیل. 

09 في المثلث 4807 لدينا 20 || 277 ء نجد حسب المبرهنة الاساسية في التشابه: 


AB 0‏ و 1 
© فى المثلث 847 لدینا ۸5 || 7727 ۰ إذن حسب المبرهنة الأساسية فی التشابه نجد 
۲ ۶9 ۶ 9 لس و - 1 2 ح HK‏ 
AB SA‏ 2 1 





A(z) = HI. HK = 27۰201 - +) = 47۰01 — 7) 


© يبلغ المقدار 2(2 -1) -1 = (ج)4 أكبر قيمة له عندما يبلغ المقدار " 1-27 أصغر قيمة 
له وهي ۰0 عندما د = »۰ وعندها تکون مساحة المستطیل 1= 1-0 - ا > حیث تقع 7 في 


منتصف [48] ویکون 1 - 177 = 7776 والریاعی 1711712 مرتعا. 


حر 





الاشعة وا مندسة التحليلية 








61 مترمةعامة 

62 فنذوالمساواۃالتعاعْة 
© جم اضف ة وطرحها 

62 ضرب شماع مدد حقفی 
© )۷ باطامخطی لشعاعين 
مدمه هار ۱۳ 





لنتأمّل الشکل الاتی الثاتج عن رصف مقاطع زخرفیّة متمائلة» ولنحاول الاجابة عن الاسئلة الاتية : 


||| ۱ را ||| || lal‏ ||| اس 1 
{ILILIIIlIAILIIlIlLAIlLILlLIL|I‏ 
لاط بلا 


١ 
SPS Pun ہج هم‎ PUG FPYUE ئا هم‎ | 


1 2 3 4 5 


۵ 1" لا الاسام لا ۱,1 1 را کک لا 





© انسحابات مخنلفة 

© في ككّ من الحالات الاتية عيّن صورة کل من المقطعین © و وفق الانسحاب: 
6 بر ,7 الذي ينقل 4 إلى ۸ . 6 م ,7 الذي ينقل ۸ إلى . 
6 ر ,7 الذي ينقل 4 إلى ۸۶ . 6 7 الذي ينقل 7 إلى ۷ . 

© لنحاول فهم لماذا كان لهذه الانسحابات تأثيرات مختلفة على المقاطع الزخرفية. 
# أيكون للمستقيمين (/44) و (47) المنحى نفسه ؟ أي هل هما متوزبان ؟ 
© للمستقيمات (44) و(4714) و(22) المنحى نفسه. قارن جهة الانتقال» من 4 إلى ۸ 

ومن 4 إلى ۰ ومن 7 إلى ۰.۸۷ 

6 قارن طولي ۸۸ و 1077 . 





© و- گار و 69- ( 6۵) ,۰1 6 ® = (©)م ر7 و 0- (6۵)م, ۰1 
@ 

# نعم للمستقيمات (۸۸) و (414) و (۷) المنحى نفسه. 

4 فهي جهة معاكسة لجهة الانتقال من 4 إلى '۸. 

© طول ۸۸ لا يساوي طول 1۷۲ . 








© انسحابات متماتلة 


© في ككّ من الحالات الاتية عيّن صورة كلّ من المقاطع © و0 و6 و69 وفق الانسحاب: 


6 ,7 الذي ينقل ۸ إلى '۸. 6 مر و7 الذي ينقل 8 إلى ھ7 . 
6 م, ,7 الذي ينقل © إلى "0. 6 بر ر7 الذي ينقل 2 إلى . 


© م1 الذي ينقل 7 إلى ۳ . 

© اشرح لماذا كان لهذه الانسحابات التأثير نفسه على المقاطع الزخرفيّة. 

© باستعمال نقاط أخرى من الشكلء اذكر انسحاباً آخر تأثيره على المقاطع الزخرفية یماثل تأثير 
الانسحاب بر ,7. 





0 6۵) و1 و @= ( ۵) »,و1 و (6- (۵) +1 و (06- ( 6۵) ب رآ ٠‏ 
© ونحصل على النتائج نفسها في حالة الانسحابات ہر لا و م1 و رو وس وآ. 
© لأنها تشترك بالمنحى والجهة ومسافة الانتقال. 
© الانسحاب ,, 7 مثلا. 


© الأشعة 
© يقول ساطع ”الشعاعان ۸۸ و۸۱۸ متماثلان ». اشرح لماذا جافاه الصواب. 
© باستعمال التقاط في الشكل» اذكر أشعة أخرى تمثّل كلا من الشعاعین 8٥‏ و 0 . 





۳2۹ 

0 لأن مبدأ الشعاع ۸۸ هو النقطة 4 و نهایته النقطة ۸ في حين أن مبدأ الشعاع ۸ ۸ هو 
التّقطة ۸ و نهايته التقطة 4ء فليس لهما الجهة نفسها. 

© أشعة أخرى تمثل الشعاع 20 هي 20 و ات أشعة أخرى تم الشعاع 2 هي 7 


.CB' و‎ 


(3) فشر-سه حل 47 


أصحيح أنّ الشرط اللازم والكافي لتحقّق المساواة الشعاعيّة 707 = 48 هو أن تكون القطعتان 
المستقيمتان [460] و[87] متناصفتین» أي أن يكون منتصف [4)0] منطبقاً على منتصف [87] ؟ 








THC ۱۱۱۱ 
۱ ۹ ٠۶ 
1/۱ سل‎ 9 
٦ ۳" + / 
لے"‎ 0۵ ۱/۱ ۱4 ۱ ۱0 ۱9 0 
STEVI 501 1 1 ٢'٠. 
۸4 | ۰گ‎ 








لقد رآینا سابقاً أن کون 0 صورة 2 وفق الانسحاب پر ,7 الذي ينقل ۸ إلى 8 يُكافئ کون 0 
نظيرة 4 بالنسبة إلى منتصف [8(] وهذا بدوره یکافی کون القطعتین المستقیمتین [40] و [878] 
متناصفتین. ومن جهة آخری القول 6 = (), 7 یکافی المساواة الشعاعية 0 = 48 . إذن 
0 تا تحت 


0 = 48 جه القطعتان المستفيمتان [40] و [87] متناصفتان 


۸ ندرّب -حفضة 45 


0 لیکن 7 الشعاع الذي منحاه (۸) وجهته من 4۸ إلى 8 وطوله دده 3. 


4 ارسم الشكل المجاور في دفترك. 1 
© أنشئ الشعاعين 1177 و ۳7 بحیث EF - MN‏ = 1 . ك 
۷ 4 





نظ 
نتمّم بواسطة الفرجار المثلث 487 إلى متوازي الأضلاع ۸7 وكذلك مع 841 فثنشی متوازي 
الأضلاع ۷ ؛ كما في الشکل اتی : 








© تأمّل الشکل التالي تم املأ الفراغات 0 فیما يلي. 


B C D E 





M N‏ ا7 
وك 

LI = 0 60 7۷۷ص‎ = MO © AH = ۳۲ 1 

.707 - 9 © ۰ ۸-7 © NR - OL و‎ 


© التقطة 7 هي صورة 0 وفق الانسحاب الذي شعاعه 60 . 
© التقطة ا هي صورة ‏ وفق الانسحاب الذي شعاعه 67. 
© التقطة 7 هي صورة € وفق الانسحاب الذي شعاعه 8]. 
© التقطة ۸۷ هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه []0. 





.77 - RO © ۰ ۳-17 © AH = MT © 
.KN=GJ] © دس بی‎ 7۶ © NR - HL 0۵ 


© التقطة 7 هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه 0 . 
© التّقطة /1 هي صورة 7 وفق الانسحاب الذي شعاعه 670. 
© التقطة 7 هي صورة € وفق الانسحاب الذي شعاعه 5. 
© التقطة ۸۷ هي صورة © وفق الانسحاب الذي شعاعه 7©. 


© نتأمّل في الشکل المجاور معيّناً ۸802 . لتکن 7 و ۳ نظيرتي ۸ 
و ( باللسبة إلى © بالترتیب. علل ما يأتي: 
DC =CF ©‏ - ۸8 
EF = DA = CB @‏ 1 
AC = BF =CE ©‏ 











© لما كان الرياعي ۸00 معيّناً استنتجنا أن 00 = ۰۸ ولمّا كانت 7 نظيرة 7 بالتسبة إلى 
0 کان =CF‏ 20. 
© لما كان ۸800 معيّناً استنتجنا أن 08 = 04ء و لمّا كانت 5 و 7 نظيرتي ۸ و 2 بالنّسبة 
إلى © كان ۸۳ متوازي أضلاع ومنه 24 = "57 . 
© من © لدينا 0۳ = 48 ومنه 4807 متوازي أضلاع ومنه 87 = ۰.۸0 ولما كانت £ 
نظيرة 4 بالئسبة إلى © كان 07 = ۸0. 
ABCD ©‏ و 0077 هما متوازیا أضلاع بحیث لا تقع القاط ۸ و8 7 ۸ 
و ٤‏ و ٣‏ على استقامة واحدة. 1 7 
آثبت أنّ الرباعی 1877 متوازي أضلاع. 





لتا كان 50 متوازي أضلاع كان © 720 = ۸ . 

لا كان 007 متوازي أضلاع كان 0 5٥ = E”‏ . 

من © و© نجد أن 7ھ = 48ء فالژیاعین ۸8 متوازي الأضلاع لأن التّقاط ۸ و8 و8 و7 
لا تقع على استقامة واحدة. 


00 دوم - صفحة‎ ٠.74 
لتكن ۸ و 8 و © ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة. نضع 42 = 72 و ۸0 = 8. أنشئ‎ © 
و 7 و € و 7 التي تحقق‎  طاقتلا‎ 


و و و يبل 


AE=u+u, AF < ,ره هن‎ AG = ,و دوم‎ AH = u + 














7 ندرب -34 


© تأمّل الشکل المجاور ثُمْ املأ الفراغات فیما يأتى بالأعداد المناسبة 





© بيّن الصواب من الخطأ في العبارات الآتية مُعللا إجابتك : 


© إذا كان ۸80 مشق متساوي السّاقين كان 46 = 48 . 
© إذا كان 48072 متوازي الأضلاع كان 872 = 80 + 84 . 


بہت چپ 


© إذا كان [47] متوسَطاً في المثلث 480 کان 40 + 7 


يهل 


. ۸ = 


سم | ۱۵ 
كل 


© إذا کان 348 = 46 كان 28 - 20 . 
© إذا كانت © نظيرة ۸ بالتسبة إلى منتصف [82] کان 470 + 45 - ۸0. 





0 خطألأن ۸0 = 48 تقتضي أن يكون ۸0 || ۸8. 
9 صح استناداً إلى طريقة متوازي الأضلاع. 
© صح إذ لدينا 
© 27 + ۸8 - ۸7 و © 46+07 - ۸1 
بجمع المساواتین © و © نجد آ0 + 87 + 40 + ۸8 = 247 ولما كانت التقطة 7 منتصفت 
[60] كان الشعاعان 77 و 07 متعاکسین أئ 0 - 07 + 197 . إذن 
AC‏ + ۸ = 247 


© خطأء فاذا کان 348 = 46 كان 248 = 348 + 8 = BC = ۸ + BC‏ . 
© صح.ء استناداً إلى طريقة متوازي الأضلاع. 








٠. 4‏ ندرم صفحة 00 
© نتأمّل متوازي أضلاع 48010 . ونعرّف التقطتين ۸ و ۷ بالعلاقتين 
CM - 7‏ و CN = AD‏ 
© ارسم شکلا مناسباً. 
© استنتج أنّ المستقيمین (/۸۸) و () متوازیان. 






© نلاحظ أنّ الشعاعين 07 و 077 معرّفين بدلالة A۸8‏ و47 ۰ 1 5 


إذن لنحاول التعبير عن الشعاعين ۸۸۶ و ۸ بدلالة ۸8 
و ۸7 أيضاً مستفيدين من علاقة شال.فنجد 
DN = DC + ۷‏ 
AB + 2AD‏ = 
AM = AB + BC + 1‏ 
AB+ AD +‏ - 
AD - 3DN‏ + 3۸ - 
إذن» نستنتج أنّ الشعاعین 414 و 277 مرتبطان خطياً فالمستقيمان (441) و (07) متوازيان. 
© لیکن ۸80 مثلّثاً. لتكن 7 منتصف [48]ء و 7 التقطة المُعرّفة بالمساواة 107 = 07. وأخيراً 
لتكن © التقطة التي تجعل الریاعی 1007 متوازي الأضلاع. 
© أثبت أن التقطة © هي منتصف [4.7]. 


0 
يكفي أن نبرهن أن © تحقّق |حدی الخواص المميّزة لنقطة المنتصف | , 
2ے 3 
كأن نبرهن أن 0 = © + 6۸4 باستعمال علاقة شال. 
© أثبت آن الثقطة © هي مركز ثقل المثلث 407 . 
2 7 1 4 


3¬ 
الا 
© لنبدأ باختيار شعاعين مستقلين خطياً مثل 48 و 20 ولنحاول التعبير عن الأشعة التي تهمنا 


- 


بدلالة هذين الشعاعین. مثلاً: لأن 7 منتصف [4]» نجد 42 = ۸7 





وبا لاستفادة من علاقة شال ومن کون 7067 متوازي الاضلاع نجد 








وت 


AG = AI + 16 = AB + JC = AB + 0 
ومن جهة أخرى‎ 

GJ = GI + IB + BC + CJ = IB +2CJ + BC 

BC = SAB + 60‏ + 280 - قارع = 
نستنتج إذن أن 67 = 46ء فالنقطة © هي منتصف [.4]. 
© لنحسب المقدار 06 + 67 + 64 : 
GA + GI + GC = 0۸+ CJ + GJ + JC‏ 

- GA+ Gj + 26 + 27 - 6 

إذن 0 = 060 + 61 + ۰6۸ وهذا يبرهن على أنَ € هي مركز ثقل المثلث 01 ۸. 


(8 مفر- 62 


لماذا لا یمکن استعمال علاقة المسافة بين نقطتین في مَعْلم غير متجانس ؟ 








لأننا استندنا عند |ثبات العلاقة على مبرهنة فیثاغورث» وعلی أنّ واحدة الأطوال على محوري الإحداثيات 
© ادرس. فى الحالات الآتيةء ارتباط الشعاعین 7 و : 
© 2-3 7# و 6,9 7 ETT‏ 
2 3 5 5 
© 3-2 # و 6-1 72. © 10-5 # و 42- 7. 





2 





نستنج إذن أن 3#- = 0 والشعاعان 7 و 7 مرتبطان خطیا. ۱ 
© هنا لا نری تناسباً واضحاً بين مرکبات الشعاع 7 ومرکبات الشعاع ‏ . نلجاً إذن إلى شرط الارتباط 
وهنا لدینا : 


S| 2 1 1 1‏ 1 و خم 
۷۵ سس مس بت کت 0 ::*+ 2321 


فالشعاعان ‏ و 7 مرتبطان خطياً. 
© انطلاقاً من شرط الارتباط الخطي نلاحظ أنّ: 








0 عد و = (123-) - (2-<6) = ود - 7 
فالشعاعان 7 و 7 مستقلان خطیا. 
© نجد بأسلوب ممائل لما سبق أنّ الشعاعین ‏ و 7 مرتبطین خطياً في هذه الحالة. 
© نتأمّل في مَعْلَّم التقاط (2,4-)4 و (8)4,2 و (1-,0)0 و(3,0-)2. لتکن 7 منتصف [48]. 
عيّن طبيعة الرُداعييّن ۸0 و 47012 . 


5 
-1 


0 - )-3( 
-1-0 


4 - )-2( 
2 - 4 


DC = 


AB =‏ و 


2 


























إذنء 220 = 48 والرياعي» 18072 شبه منحرف لأنّ فيه (20) || (۸8). 

من جهة أخرىء لا 5 منتصف [48] استنتجنا أنّ 20 = 1.48 = 48ء فالرياعي ۸50 
متوازي الأضلاع. 

© نتأمّل في مَعْلّم متجانس الثقاط (1,2-)4. و (8)2,1 و(1-,2-)0© احسب أطوال أضلاع المثلث 


0 واستنتج نوعه. 





تعطى المسافة بين نقطتین ‏ و ۷ بالعلاقة بعد تتا ككل = ۰۲7۲ بالتعویض نجد 
AB = 1۳ + 1-2 = 9+1 = 0‏ 
0 = وال ی دوربي 
0 = 72 16 = تر رے + تو وم = BO‏ 
ولما کان ۸0 = ۸8 و 482 + 402 = 702 استنتجنا أن »۸ مثلث قائم ومتساوي الساقین. 
© نتأمل في مَعْلّم متجانس الثقاط (2,8-)4 و (8)4,5 و (0)0,5 و (5,1). 
© احسب محیط المثث 480 . 
© احسب إحداثيتي 77 منتصف القطعة 08 ثم استنتج طول المتوسّط ۸۲ . 
© احسب مرکبات الشعاعین ۸8 و 0. 
© آثبت أنّ المستقیمین (48) و (07) متقاطعان. 
فیما يلي» نفترض ۸ عدداً حقيقياً. 
© اكتبء بدلالة :1 إحداثيتي التقطة /1 التي تحقّق ۲۸۶ = 41 . 
© احسب. بدلالة 1 3 الشعاع 0M‏ . 
© عيّن # كي يكون الشعاعان /01 و 00 مرتبطین خطياً. واستنتج |حدائيتي نقطة تقاطع 
المستقیمین (۸) و (0). 








© تعطی المسافة بين نقطتین 7 و ۷ بالعلاقة ,لا - ,لا) + ۳ - ,)ل = ۰۲۲ بالتعویض نجد 
0 = ۰40 = و + 36 = 3۳ - 5( + 2۳ + 4)ل. = AB‏ 
9ت ول < 4 + ودع 6-3۳ + 2۳ +۰0 < ۸0 
BO = )0 - 42 + (5 - 5۳ = 16 -0 = 4‏ 


وعليه يعطى محيط المثلث ۸0 بالعلاقة 


N 


AB + AC + BC = 2/10 + 2/2 +4 
N 25 ہو إذن‎ e ٢ - 220 إحداثيتا التقطة 77 هما:‎ © 


وعليه يحسب طول المتوسّط 477 بالصيغة 
5 = 20/. = 4 + 16/, = 3۳ - 5) + 2۳ + 0۵ = 
© لإيجاد مركبتي كل من الشعاعين ۸ و 07 نكتب 


6 (2-)- 4 
و 7 


5 
4 


5-0 
1-5 


© لإثبات أنّ المستقيمين (48) و (07) متقاطعان نكتفي باثبات عدم الارتباط الخطي للشعاعین ۸8 


)له 


























0 عد 44- = 20 - 24- = (2 × 5) - (4- << 6) = 7 - ہر 
فالشعاعان ۸ و 67 مستقلان خطياًء والمستفیمان (۸) و (0۳) متقاطعان. 
© لاحظ أنّ |حدائيتي النقطة 17 هما مرکبتا الشعاع ۰012 ولکن العلاقة ۲۸۶ = 117 تقتضي أنّ 


OM = 04 + AM = OA + 27 























وعلیه 
6k‏ + 2— 6 ر 1 
2 ل 3 2 3 بل 
© لحساب مرکبات الشعاع «CM‏ بدلالة ۰17 نکتب 
Ty - 0 5 —2 + 6k - 0 —2 + 6k‏ رت 
8 + 2— 26-5 ل 3 ہلا - پر لا 

















© كي يكون الشعاعان 0147 و 07 مرتبطين خطياً يجب أن يتحقق شرط الارتباط الخطي أي 
5)2k - 2( =‏ - (2 - 4()66-) = 7 - 1 
70 ی 
e "7 18‏ 
وحلٌ هذه المعادلة يعطي قيمة ۸ الاتية ‏ - - د 1 وتکون النقطة 2 ۸ الموافقة هي نقطة 


1 34 
تقاطم المستقیمین (۸) و (02). 


40 , 
پی 











٠‏ سے ا ات ومسائل 


و بّن الاجابات الصّحيحة من بين الإجابات المقترحة في كل من الحالات الآتية: 
۳ لیکن ۸0 مثلثاًء مركز ثقله ۷ء ومنتصف القطعة [۸0] هو 7,ء عندئذ : 
GA - GB = AB © GJ = -< 69 8 ۸6 = “BJ ©‏ 
" في المَعْلم 7 ء نفترض أن 37 + 27- = 01 و 1.57- 7 - ۰0 عندئذ : 
© 0 مثلّث. ۵9 0 و 1 و على استقامة واحدة. 9 4.57 - 37 - .MN‏ 
" لنتأمل في المَعْلّم المتجانس ,0:7 الثقاط (4)4,5 و (8)2,1 و (۰0)8,3 عندئذ : 
0 04 و86 مرتبطان. © 48 3/ = 70 . 0 ۸0 قائم ومتساوي السّاقين. 
5 لنتأمّل في المَعغلم ,0:2 الثقاط (4)2,0 و (8)6,2 و (0)3,5 و (۰)1,4 عندئذ : 
۵ء) و (2©) متقاطعان. 0۳ 0 = 602 69 4802 شبه منحرف. 


" لنتأمل في امعم 0:77 الثقطة 49,00 ء والشعاع 27 37 = #. ولتكن التقطة 


0 - ہو و = 0ہ © 1 عدج و 3 - 0ہ 27 1 هي صورة ۸ وفق الانسحاب 
الذي شعاعه 1 . 


© در 0 مثلثاً قائماً في 4 . عيّن التقاط 11 و N‏ و7 و 0 المعرّفة بالعلاقات 
AM ۸ + ۸0 , AN = AB - 0‏ 


ہبج ug‏ و 


AP =CÃ + 84 . ۸0 = AC - AB 





4 هي النقطة التي تجعل آ07 84 متوازي الأضلاع. 

ه النقطة ۷ تحقّق 07 = ۰۸۷ فهي صورة ۸ وفق انسحاب شعاعه 08 . 

ه النقطة © تحقّق 427 = 40 فالنقطة © نظيرة ۷ بالنسبة إلى 4 . 
النقطة 2 تحقّق 427 - 47ء فالنقطة 2 نظيرة ۸۶ بالنسبة إلى 4 . 





ت ۸رد ره یسرم افك ان : 
BA) = DA 9‏ - 40 ) - 07 - ۸ . 
٭ 82 + BC = AC‏ + 40. 








* لنرمز بالرمز ۶ إلى الطرف الأسر من العلاقة المعطاة ۸ - ۸0 - 0 - ۸ - ۰.6 إن 
AC + BA‏ - 0 - ۸ - م 
AB + 84 + DC + ۸‏ = 
DA = DA‏ + 0 - 
" لنرمز بالرمز ‏ إلى الفرق بین طرفي المساواة المطروحة (87 + 40) - 86 + 45 = 122 : 
D = ۸ + BC - ۸0 - BD‏ 
AD + BC + 0۸+ DB‏ - 
AD + DB + BC + ۸‏ - 
BA - 6‏ + ۸ - 
فالمساواة المقترحة صحيحة. 


B 


9ج بر ۲ مدساً منتظماً مر کزه 0 . نضع 7 - 04 ۱ / 
۸ : 7 
وح درن . اكتب الأشعّة ۸7 و 777 و 17 DOs‏ و 07 و84 و BF‏ 
3 7 


و (77 و 8( بدلالة الشعاعین کہ 





AF = BO = -[ 


I= ره(‎ 
Dee لا لا‎ 
DC = OB = j 
0 


BF = OF - OB = 84-08 - -2j 


FD - OD - 07 - -04- BA = 7-27 
DB = OB-OD= j +i 


© الوقوع على اسٹتامت واحلة 7 ۸ 


الفزض : لیکن ۸80 رباعيّاً فيه 348 = 7007ء ولتكن 


25 
4 منتصف [472]» و ۷ منتصف [80]ء و منتصف 


ا۱7 وأخيراً © منتصف [/ ۰۱۸ 
الطلب : إثبات أَن التقاط 12 و ۸۷ و ۶ و © تقع على استقامة واحدة. 











قة 348 - 0 أن (48) || (00) والرياعي ۸807 شبه منحرف. 


هده 


9 في المثلث 7ء النثقطة 1 منتصف 1( ۱110ء و ۶ منتصف [([6] ادن 8 = .MP‏ 


٠‏ في المثلث 40 التّقطة 17 منتصف [42]» و Q‏ منتصف [4۷] إذن .و 


إذن (©/8) || (06) || (4) || (312)» والتقاط 17 و 2 و © تقع على استقامة واحدة. وكذلك 
. في المثلث 8107ء النقطة 2 منتصف [۰]81 و ۸۷ منتصف [90] إذن 20 = ۲۸۲ . 


ء في المثلث 0 الئقطة 0 منتصف [۸0] و ۷ منتصف [80] اذن 8 = 0 . 


إذن ((۸) || (48) || (20) || (275)» والنقطة ۸ تقع أيضاً على المستقيم (20). والنقاط الأریع 1 


و N‏ و2 و 0 تقع على استقامة واحدة. 


الفض : لیکن 490 مثلثاً. نعف 7 = ورم و7 = ۸0 والثقاط ۶ و © و تر بالعلاقات : 
ہے وو e. AM‏ 
3 3 3 


الطلب : إثبات أنّ التقطة 7 هي منتصف القطعة المستقيمة [017]. 





2 نتعرزف مباشرة الشکل المفتاحي ©. ولدينا فرضاً عبارتا الشعاعين 
AP‏ و ۸0 بدلالة 7 ور 
إذن و في المعلم 7 Aji‏ لدينا ٣ف‏ و( ,0)0 . 

ہ في المساواة الشّعاعيّة BC‏ <- دی امہ رہ مت تب بت منیا سد 





|حدائیتی 77 في المَعْلَم نفسه فنکتب : 
AR = AB + BR = ۸9 - 280 = ۸8 --)۸0 - AB)‏ 


يل 


12 كلد ب ۳ 
/ / — )4 ح ۸4۲ 


منه ل 
و 5 ۳ ۷ 5 
إذن في المعلم 7 لدينا اک ,1 . 

0 ان احدانیتی ي النقطة 1 منتصف القطعة QR‏ و في المعلم A:i, j‏ هما 


Yo F ولا‎ To FT 3R 2 








وهما إحداثيّتا النقطة ‏ نفسها. فالنقطة 7 هی منتصف القطعة المستقيمة [07]. 
لوا قاط مع رن بعلاقات شعاعية 
لیکن المثلث 480 . أنشيئ الثقطتین 34 و ۷ المعزفتین بالعلاقتين الشعاعیتین الاتیتین 


MC + 86-248  م0(‎ 
NA + 277 = AC (2١ 





و 2 إذا كانت التقطة 7 معطاة وكان الشعاع 7 معلوماًء أمكننا تعيين التقطة 
7 المحقّقة للعلاقة 7 - 707ر . ومن هنا تأتي فكرة تحویل کل من العلاقتين وھ مم ر7ز 
إلى هذه الحالة. 
٠‏ في العلاقة (1) تظهر التقطة /1» المراد تعيينهاء مرّة واحدة وهذا يدعونا إلى كتابة العلاقة باليغة 
MC = 2۸ - BC‏ . أو 
CM = 110 = BC - 7‏ 
BC +2BA‏ - 
ویجمع الشعاع 8٥‏ إلى طرفي المساواة السابقة واستعمال علاقة شال نجد 
BM = 2۳80 + BA)‏ 
ومنه الإنشاء المبين في الشكل. 
٠‏ في العلاقة (2) تظهر التقطة المراد تعيينها مرّتين فعلينا إذن تحويل العلاقة (2) باستعمال علاقة 


شال. 
AC = ۷۸ + 2278 = NA + 20۸ + AB)‏ 
3NA + 2AB = -3AN +27‏ - 
إذن 


3AN = 248 - AC = AB + CA + AB 
- ۸8 + 08 = (BA + BO) 


ومنه الإنشاء المبين في الشكل. 


M 











یع إناتساعي 


6 مركز ثقله 6ء ولتکن 4 منتصف القطعة المستقيمة [80]ء و7 نظيرة‎ ABC e 





. لنرسم مثلثاً ۸60 ولنعيّن عليه التقاط ۸ و @ و‎ ٠ 

B 7 0 استنتجنا أنّ‎ 48٥ لما كان € مركز ثقل المثگث‎ ٠ 
3 AG = ۸ 

ء ومن ناحية أخرى» لأنّ 7 نظيرة © بالنسبة إلى ۸ استنتجنا أنّ 20۸4 = (7©. مما سبق نستنتج 


© سید 


1 7 و 001۴ و 787011 ثلاثة مریّعات طول ضلع کل منها‎ ABCD 
| ا 1 الشلة ۲ مضت اند زم رد له تى‎ 
7 المستقيمين (02) و (477). مستعیناً بِمَعْلّم مناسب أثبت أن التقاط‎ 

و 7 و 7 تقع على استقامة واحدة. 





٠‏ لنرسم أول الشكل رسماً دقیقاً ولنختر المَعْلّم 41 خت - ۸ و - ۸ . یجعل هذا 
ھا ات ووس موه اه E‏ 
ء نرید اثبات وقوع الثقاط 7 ول و ۲ ۳ استقامة واحدة» علینا إذن البحث عن احدانيّتي النقطة 
۳ ولعن 247 - 7ء إذن (2بل) [. 
+ چب انن نف کل من الشعاعین زو زر فنجه 
7r 1 1 1‏ 
یں اڈ ص 
1 
FEI e‏ 
إذن 277 - ۰۳7و 77 و77 مرتبطان خطياًء فالنقاط 7 و " و 7 واقعة على استقامة واحدة. 
لا الرفوع على اسقامةواحدة بطریتان 
إلى التقطة 4ء وأخيراً لتكن × التقطة المحمّقة للعلاقة 60 = .BK‏ 


ثبت أنّ التقاط 7 و 7 و × تقع على استقامة واحدة. 









ال : 
: لنعيّر أولاً عن 7 بدلالة 0 لمّا كانت 7 نظيرة /) بالنسبة إلى ۸ 
استنتجنا أن 6 = ۸ . ولان 7 منتصف |۱۸ استنتجنا أن 1 


حم 


1ں 7ے ارب 8 
2 2 
٠‏ لإثبات وقوع الثقاط 7 و 7 و × على استقامة واحدة» علينا إثبات ارتباط 
لشعاعین 77 و ۰77 هناك طريقتان: 
۰ الطريقة الاول 
الاختیار احدائیّات رقوس المتلث 480 أعداداً صحيحة» كما یجعل من السهل تحدید 


تس سر سس رها 


بے 


إحداثیّات باقي التقاط. فنجد أنّ 
A(0,0), B(1,0),C(0,1),I(3,0),J(0,—1)‏ 
لتعيين (ا,۸) إحداثيّتي 76 نلاحظ أنّ المساواة الشعاعية 110 = 16 تكتب كما يأتي: 


0-1 
1-0 


r 1 


ہے 1 


3 




















| دن || دن 


- 1 
فإحداثيّتا النقطة 16 هما (2,1). وهكذا يمكننا حساب مرگبات الشعاعين )17 و 77 فنجد 


1 
2 


1 
2 
- 0 


¬| دق 





2 وس 
3 -- 
- 6 











1 
6 
1 
3 





تن 


1و 1 ہے 
2 |21 0 = ل[ 
2 1- 0--1- 











2 


إذن /37- = 17ء فالشعاعان 17 و 116 مرتبطان خطیا والنقاط 7 و 7 و 7 تقع على 
استقامة واحدة. 
۰ الطريقة الثانية 
لإثبات ارتباط الشعاعین 77 و 1 نفزق كلا منهما إلى مجموع شعاعي. فنعلم أنّ 
27 + 7۸ = 7[ فنستنتج من ذلك ان 0 - 20 ہے < 77 
للتعبير عن 1K‏ بدلالة ۸۶ و ۸0 نکتب ما يلي : 
IK = IB + BK = AB + 6‏ 
6 + قم درهم - 246 رر - 

5 6 5 2 
وهنا نلاحظ محددا أن 377 > 77ء فالشعاعان 77 و 77 مرتبطان خطيا والنقاط 7 و 7 
و 1 تقع على استقامة واحدة. 








لا نداس متنا 0 ولتکن 7 نظيرة ۸ بالئسبة إلى النقطة 
GB o‏ اسحاف اه Mo‏ فلا 1 
تقاطع المستقیمین (01) و (۸8). 
© آثبت أن التقطة 14 هی منتصف القطعة [10]. 





© ما العلاقة التي تریط الشعاعین 87 و8747 ؟ استنتج أن 8 





© لما كانت × صورة التقطة 8 وفق انسحاب شعاعه 04 كان 04 = ×8 و الرياعي 081 ۸ 
متوازي أضلاع قطراه [48] و [50]ء ولما کان قطرا متوازي الاضلاع متناصفان كانت التقطة /1 
منتصف کل من [160] و [48]. وبوجه خاص ([/71] متوسط في المثلث 1016 . 
© لما كانت التّقطة 7 نظيرة ۸ بالنسبة إلى 7 كانت 7 منتصف القطعة المستقيمة [47] أي 
۸ = 18 . ولقد رأينا أن 1 هي منتصف [48] إذن 21/7 = 24 » ومنه 21/7 = 18 . فالنقطة 
8 هي نقطة من المتوسط [711] في المثلث 7076 تبعد عن الرأس 7 مثلي بعدها عن منتصف الضلع 
المقابلةء فهي إذن نقطة تلاقي متوسطات المثلث ۰7016 أو مركز ثقله. 
ويمكن بأسلوب آخر أن نلاحظ أن 
BC + BK + BI = BC + CA + AB = 0‏ 

فالنقطة 8 هي نقطة تلاقي متوسطات المثلث 1016 . 
(60) نتامل مخ 6 ونسمّي 7 منتصف القطعة [48]. 7 

© © أنشئ التّقطة 7 التي تحقّق 10 = ۸7. 


© استنتج أنّ 48-6 - - 17. 0 

© لتكن التقطة × المحقّقة للعلاقة 0 = .2KB + KC‏ کک ارا 
© اکتب 8K‏ بدلالة 70 ثم آنشی النقطة × . ۱ 
© استنتج أن 6 + ۸ = IK‏ ون 6 = ۰17 ماذا 1 


يمكنك القول عن التقاط 7 و ل و7 في هذه الحالة ؟ 





الحل 

© نعلم أنْ 47 + 4[ = 77 فنستنتج من ذلك ان .IJ = AB - AC‏ 

© © من العلاقة 0 = 10 + 2168 نستنتج أنّ 0 = «2KB + KB + 8C‏ ومنه .3BK = BC‏ 
© © للتعبی عن 1 بدلالة 4 و ۸0 نكتب ما يلي : 








ون سے شاو 


5 42 0 040 - AB) 


1 48 ٦ 16 
6 د‎ 


وهنا نلاحظ أنّ 37- = ۰17 فالشعاعان 77 و 7 مرتبطان خطياً والنقاط 7 و 7 و × تقع على 

استفامة واحدة. 

€6 لیک متوازي الأضلاع 48010 ء ولتکن 2 التقطة التي تحمّق 
8 = ۸8 و © التقطة التي تحقق 340 = ۸6 . ترسم 
من £ مستقیماً يوازي المستقيم (۸) فيقطع المستقيم (02) 
في التقطة ۳ ونرسم من © مستقيماً يوازي المستقیم (47) 
فيقطع المستقيم (20) في التقطة 77 . 


© أثبت أن 17+ 148 - GF‏ رآن 349 + 3۸8 - .EH‏ 





© أثبت أنّ المستقيمات (76) و (577) و (40) متوازدة. 





GF = ۸۳-۸0 - ۸۳ + ۸-6‏ 
سے وع 0-00 


= 2-۸48 + ۸ - 3AD = 2۸8 + 2 ZAD = 60 


EH - EB + BH = AB - AE ۔‎ AG 


= AB-ZAB + 2 ۸0 = AB + 3AD = 60 


© نستنتج من المساواتين الشعاعيتين 60 = GF‏ و40“ = EH‏ أن المستقيمات (70) 
و (5777) و (40) متوازية. 
0 نزوّد المستوي بِمَعْلّم متجانس 07,7 . بيّن في كلّ من الحالات التالية إذا كانت التقاط /1 


و ۸۷ Pao‏ تفع على استقامة واحدة. 

1/4, -1(,  N(7,-3), )ص‎ 35,5( 2 
M(-2, 3), ۷ل‎ )-3 7, P(—5,14) 
M 2-3, N(3-1),  P(0,1) 2 











٠‏ في الحالة الأولى |3 |4 - | | - 2۸ وا" |۱3" | - 2۸2 فالشعاعان مرتبطان خطياً والنقاط 











3 
2 

















1 و N‏ و ۲ تقع على استقامة واحدة. 


1/ في الحالة الثانية 7 | - ۳۸ وال | - 2714 فالشعاعان مستقلان خطیاً (نا  2) والتقاط‎ ٠ 





3 
-1 











و ۷ و ۶ لاتقع على استقامة واحدة. 
۰ 07 3 ے روك ك5 000 2 
واخیرا 1 = PN‏ و PN‏ < ار 
تقم على استقامة واحدة. 
سه لتکن التقاط (4)3,7 و (8)8,2 و(2-,4-)0 والشعاع 2,5 . نقرن بكلّ عدد حقيقي نا 


۴ّستے- - 


الثقطة ۸/۸ المحفقة للعلاقة : 7 0M‏ . 


= 214 فالشعاعان مرتبطان خطياً والنقاط ۸۶ و ۲ وط 








© احسب إحداثيتي الثقطة 14 بدلالة ۾ واستنتج مرگبات الشعاع ۸۸۲ . 
© باستعمال الشرط التحلیلی لارتباط الشعاعین ۸۶ و 48 احسب العدد الحقیقی ‏ الذي 
یجعل 11 نقطة من المستقیم (۸1). 























© ذا رمزنا (و,ع) إلى احدائیتی النقطة 734 استنتجنا من المساواة 17 = 077 أن 
2k‏ 2 4 + و 
| او 74-2۱ 
ومنه (2 - 4,5۸ - 1/028 ومرگبتا الشعاع 417 تعطی بالصيغة 7 ۱-۳" " ۳ = 46 . 














1 
1 


5 
5 


8-3 


9 - 
)بت 2 


© لتا کان - ا = 48 استنتجنا أنّ الشرط اللازم والكافي لارتباط الشعاعین 47 




















و ۸ هو 5-9-0 + 2-7 أو گا = . وهي قيمة :ا التي تجعل ۸ نقطة من (48). 


060 نزود المستوي بِمَعْلّم متجانس ,0:7 » ونتأمّل التقاط 3,0- ۸ و 6,3 8 و 18 0. 
نهدف إلى حساب (,2) إحداثيّتي النقطة × مركز الدّائرة المارّة برؤوس المثلّث 400 . 
© القول إِنّ × مركز الذائرة المارّة برؤوس المثلث ۸0 يكافئ القول إن 16 متساوية البعد 
عن رؤوس المثّث» إذن 20 = 74 و K8‏ = ۰۸ احسب المقادیر KA‏ و KB”‏ 
و K٥‏ بدلالة ه و ن ثم اكتب العلاقات الناتجة من الشرط السابق. 
© استنتج أن 7= 2۷+« و 6 - رو ل :ه3. 
© احسب احدائیتی النقطة × . 


و 











© اعتماداً على صيغة المسافة بین نقطتین لدینا 
7 3 + 0 سے 
ر3 ۱0 "07 < 
8۳ - )+ 1(۳- ه) = 
© باصلاح المساواة 70۴ = 742 و KB‏ = 7۵4 نجد 0 = 2-7 + بد و 6 < + 3. 
© بالحل المشترك لجملة المعادلتین 
2y = 7‏ + بره 
6 = بن ل رن 
نجد 1= و و 3 - ن. فإحداثيتا النقطة × هما (1,3). 
6 نکن متوازي الأضلاع ۰0777 ولتكن التقاط 4 و ۶ و © المعرّفة بالعلاقات : 


يده 


04 = 01, OB = 06 46 = 8 





اختر مغلماً مناسباً وآثبت ت أن الثقاط 0 و € و ل على استقامة واحدة. 


OJ = OI + OK = 20۸4 + 30B = 7و‎ + 3j 





ومن جهة أخرى 
(OB - 0۸‏ + 7 - ۸6 +04 = 06 
کہہے کا كر ك5 
37 2۰ 


الع 50ت ۰07 فالشعاعان 07 و 06 مرتبطان خطیاً والثقاط 0 و و 7 واقعة علی استقامة 


واحدة. 


€ نتکن التقاط 2 4 و 60 8 و 25 . احسب إحداثيتي التقطة © مركز ثقل المثّث 
ABO‏ . 








".040 1 ور . م1 1 و ۲+ ۸ FY‏ ے 7ع Ya‏ 
ماين ات وھ خشاك و کو )5 .G(3,‏ 





- 





60 لیکن المرتع AIB .ABCD‏ و BJC‏ مثلثان متساويا الأضلاع ومتوضعان كما هو مبین في 
الشکل المجاور. يهدف التمرین إلى إثبات أنْ النقط ‏ و 7 و 7 تقع على استقامة واحدة 
باسلوبین مختلفین. 
© الطريقة الأولى. استعمال الزوایا. 

© احسب قياس کل من الژوایا 21014 و 24178 و 4817 . 
© بین أَنْ 180° = 1077ء . ماذا تستنتج؟ 
© الطريقة الثانية. اختیار مَعْلّم مناسب.اختر مَغْلَماً مناسباً» تُمْ احسب إحدائيّات التقاط 2 و 1 و ل ثم 


آثبت آتها تقع على استقامة واحدة. 





0 6 اما ة الأولى . 7 
© المثلث 478 متساوي الاضلاع إذن 60° = 21۸ و منه ۳ 
DAI = 2۶۲۸ - LIAB — 90 - 60° = 30°‏ 
ولكن المثلث (41 متساوي الساقين رأسه 4. فقياس کل من زاويتي القاعدة يساوي 75 . أي إِنَّ 
۴ - 2۸ . 
وكذلك فان المثلث 787 مثلث متساوي قياس زاوية الرأس فيه 90° = 60° + 30° = ۰2187 فقیاس 
كل من زاوبتي قاعدته يساوي 45 أي إنّ 45° - 2۲6 . 
© لما كان 60۰ = 7۸77 استنتجنا أن 
LBIJ - 75° + 60 + 45° = 180°‏ + 77ے +2۸ = 21217 
فالنقاط الثلاث ( و 7 و 7 تقع على استقامة واحدة. 
© الطريقة الثانية. 


0,0 4 و 1,0 B‏ و 1,1 9 و 0,1 )1 و 7 1 و E‏ ل ۰ 
۳ 3) با يدا با 2/3 ب 
ومن لم کک +1 = الاو 1+27 شود +1 < ل(] 


نطبق شرط الارتباط الخطی لشعاعين لاثبات ارتباط الشعاعين 7 و 1 فنجد 


3 3 1 .7 ۱ 
٩‏ و1 سج ہک 
1 1 5 1 
ح تا گے ا 
4 ' 4 4 4 


فالشعاعان 77 و 77 مرتبطان خطياً والنقاط 27 و 7 و 7 واقعة على استقامة واحدة. 








لا ليكن ۸860 مثثا. ولتكن ۸ و # و 6 منتصفات الأضلاع [86]ء [04] و [48] بالترتیب: 
ولتکن النقطة 0 مركز الداثرة المارة برژوس المثلث 400 . تم لنتأمل التقطة 7 التي تحثّق 
OH - 0۸ + OB + OC‏ 
© © أنبت أن 20۸ 417 . 
© استنتج أنّ (477) هو الارتفاع النازل من الرأس ۸ في المتلث ۸0 . 
© أثبت بأسلوب مماثل أنّ (877) هو الارتفاع النازل من الرأس 8 في المثلث 48٥0‏ . ماذا 
تمثل التقطة ‏ بالتسبة إلى المثلث 480 ؟ 
© لتكن الثقطة € مركز ثقل المثلث ۸0 . 
© أثبت أنه أياً كانت التقطة 1 من المستوي کان ۸/0 + .3MG = ۸/۸ + M8‏ 
© أثبت بالاستفادة من الفقرة السابقة أنّ 077 = 306. ماذا تستنتج بشأن الثقاط 0 و © 
و 7 ؟ 





ال 
© © لما كانت ۸ منتصف [80] استنتجنا أن 
OB + OC = 0۸ + ۸ 8 + 0۸ + 6‏ 
Û = ۸‏ + 20۸ = 0 لل + A'B‏ + 20۸ - 
وعليه نستنتج من 6 + OH = 04 + OB‏ أن 





AH = OH - 0۸ = OB + OC = ۸‏ 
© لما كانت ۸ منتصف الوتر [90] استنتجنا أنْ (/0۸) هو محور [80]ء فهو عمودي على 
[80]» ونستنتج من المساواة 204 = 477 أنّ (04) || (47) إذن (80) 1 (477)» فالمستقیم 
(477) هو الارتفاع النازل من 4 في المثلث 400 . 
© نستنتج بأسلوب ممائل أنّ (777) عمودي على (40) فالمستقیم (877) هو الارتفاع النازل من 8 
في المثلث ۸0 . فالنقطة 77 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث 400 . 
© © انطلقاً من المساولة 6 = 00 + 08 + 6۸ نستنتج أنّ 


و و و و و و 


MG + MB - 116 + MC -MG - 60‏ - ۸/۸ 
وهذا يكافئ 1/07 + 1/8 + 114 = .3MG‏ 
© باختیار 1 منطبقة على 0 نستنتج أن 
OF‏ = 00 + 08 + 04 = 306 
فالنقاط 0 و 1 و © تقع على استقامة واحدة. يسمّى هذا المستقیم» في حالة مثلث غير متساوي 
الأضلاعء مستقیم آوبار . 





وجمل العادلات الخطية 








© معادلةمستقيم 
6۵ جل المعادلات الخطية 


ر 


تے 
© تأمّل المعادلة (ع) التالية : 5 = ,3 + 2 -. عيّنء من بين الثنائيّات الاتية » تلك التي تمثل 
حلولاً للمعادلة (ع): 


| حلا للمعادلة (ع)ء لان وے گے يرق + 7 رو 


| حلا للمعادلة (2) » لان وے = 3×2 72× 2-. 


| ذه حلا للمعادلة ع 5 > 7= 32 + 24-3-. 





0| حلاً للمعادلة (8) لان 5ع 2 - 35 + 240-. 
© تمثل الثنائيّة اه (ع)» لان 5 -2»2+3»2-. 
© لا تمثل التّنائيّة 2,1- حلا للمعادلة (ع)ء لان ±5 2+3×1=7-×2-. 
© مثلنا في مَغْلم متجانس ‏ التوابع التآلفيّة » ( من الدّرجة الأولى ) الآتية : 

7 3 5 9 


1 1 
م - د و ب ۲ : [ 40 دس بے 9 : و ® - + وت ب :م 
2 2 2 2 2 2 


ا (1,4- 97 0 
ی دای لتابقین في حالة n‏ (0)7,8. 


2 
5 
ھ 
۶2 
کی 
7ے 
رر 


HEE 
ا ا گا‎ 
11 
EEE 
Za 
AR 
11 
HEE 

E 





Bè SR 

۰ 1 [10 ۱ 
© لنحسب قيمة کل من التوابع المعطاة عند 1- دآ فنجد 4 - (1-)/ و 4- = (1-)و 
و4 = (1-)۸. نستنتج أنّ النقطة (1,4-)4 تحقق معادلة کل من الخطین البیانیین للتابعین f‏ و( ولا 
تحقق معادلة الخط البياني للتابع و. فهي إذن تقع على المستقيمين اللذین معدلتاهما : 

1 9 


1 1 
:ده - ور دو و += )ددن 











© نستنتج أنّ (1,4-)4 هي الحل المشترك لجملة المعادلتین 

200 - 24-9 

2+7 = 2 
© ونجد بالمثل أنّ 6 = (3)/ و2 = (3)و و 2 = (۸)3. نستنتج أنّ القطة (2)3,2 تحقق معادلة کل 
من الخطين البيانيين للتابعين و وم ولا تحقق معادلة الخط البياني للتابع /. فهي إذن تقع على 
المستقیمین اللذین معدلتاهما : 


< - »3 - (ماو = ر و + وڈ = y= h(a)‏ 
نستنتج أيضاً أن (2)3,2 هي الحل المشترك لجملة المعادلتين 
32-5 = 2۷ 
7 ل = 2y‏ 


وكذلك نجد أنّ 8 = (7)/ و 8 = (7)و و0 = (۸)7. نستنتج أنّ التقطة (0)7,8 تحقق معادلة كل من 
الخطين البيانيين للتابعين ۶ و و ولا تحقق معادلة الخط البياني للتابع ۰۸ فهي إذن تقع على المستقيمين 


اللذين معدلتاهما : 
9 1 5 3 
ا كا كار وہ ا 
نستنتج أيضاً أنّ (0)7,8 هي الحل المشترك لجملة المعادلتين 
9+ - 27 
32-0 = 2۷ 


لیکن / التابع التألفي المعرف بالصيغة 3 - 2 = (2)/. 
© © احسب المقادیر (0)/ و (1)/ و (2)/. ثم ارسم بدقة الثقاط ((0)/ ,۸)0 و ((2)1,/)1 
و ((0)2,7)2. 
© أتقع التقاط ۸ و 8 و © على استقامة واحدة ؟ 
© © ارسم المستقیم ۸ المار بالتقطتين 4 و 8ء واختر عليه نقطة ۸ واحسب من الشکل 
إحداثيتيها (,) مراعياً الدقة. 
© أتتحقّق المساواة 2-3( = ر ؟ 
9 ماذا تستنتج من © و ۵ ؟ 








© © نجد مباشرة أن 3- = (۶)0 و 1- = (0)/ و1 > (2)/. 

© ونلاحظ من الشكل أنّ النقاط (3-,۸)0 و (1-,8)1 و (0)2,1 تقع على 
استقامة واحدة. 

© نلاحظ من الشكل أنّ المستقيم يمر بالنقطة (۰/)3,3 ونلاحظ أيضاً أنّ 
إحداثيتيها (ه,) تحققان 3 - 2u‏ = (ںf)u‏ <- ۷ . 

© نستنتج أَنْ المستقیم (48) هو التمثیل البياني للتابع / . 


19 نف 


لتکن ,4 مجموعة نقاط المستوي (,1/)2 التي تحفق إحداثياتها العلاقة  -1‏ 37 + 2» ولتکن 
ر¿ مجموعة نقاط المستوي (7,:ه)14 التي تحقق إحداثياتها العلاقة 2-1 = و. قارن بين ,0 
و ر . ماذا تستنتج بشأن معادلة مستقيم بوجه عام ؟ هل هي وحيدة ؟ 
نلاحظ أن المعادلتین 1- = و3 + 2 و ۔ جو2 دل متکافنتان» فلهما مجموعة الحلول نفسها. أي 
إن رك = 4. ونستنتج أنه بوجه عام لا تكون معادلة المستقیم وحيدة. 
۸ تدزب -صفحة 80 


© نزوّد المستوي بمغلّم. بيّن الإجابة الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما یأتی: 








* 1- م3 = و هي معادلة 4. شعاعٌ موجّه للمستقیم 4 هو : 












































1 1 1- 
0 | © 2 ليا. ©] آ0 
1.5 1.5 
 - - +4 *‏ هي معادلة 4. شعاغ موجه للمستقيم 4 هو : 
0.5 2 1 
Mî © | 0۵ ۴ 0‏ . 
4 2 05 
5 ۰ 7 هو شعاع موچّه للمستقیم الذي معادلته: 
0 2 + 0ر3 = 1 . 6 و سس 9 - MI,‏ 


* معادلة المستقیم 4 الما بالتقطة 2,1 4 موازياً المستقيم ۸ الذي معادلته 35-1 = و هی : 


ص0( وڈ دن © 37-5 سن لكا. © 31 = (. 








© ليكن 4 المستقيم الذي معادلته - - د = رو۔ عيّن العدد + كي تقع التقطة (1/0,3 على 0. 


2 





تقع التقطة 1/)/,3 على المستقيم 4 إذا وفقط إذا حققت إحداثيتا 17 معادلة المستقيم 4ء أي إذا 


2 3 ۶ 24 
تحففت المساه‌اة = = )= = ٩‏ | سب - 


.1 


© اكتب معادلة المستقيم 1 المار بالتقطة 4 ويقبل 7 شعاعاً موجّهاً فی الحالتين الآتيتين: 


0 
2 


جه 


U 


© 44,3 وا؟ 


ات © )45,3 و 














ال 


نعلم بوجه عام أن معادلة المستقيم المار بالنقطة (0,») وشعاع توجیهه 





0 


0 








ا هي 

0 = (۵ - )6 - ر(] - a(y‏ 
© في هذه الحالة المعادلة المطلوبة هي 0 = 4 + )3 + (3 - 5 أو 0 < 3 - 32 + رر5. 
© هنا المعادلة المطلوبة 0 = (5 - )2 - (3 - )0 أو 5= ×. 


© اكتب معادلة المستقيم 4 المار بالتقطتین 4 و 8 فی الحالتین الآتيتين : 
© 12101 و(1-,8)3 © (5,0-)4 و(3-,8)0 
گت 


© يقبل المستقيم 4 المعادلة الآتية : 4 - 4ك أي 9 ۔ 1 ار 
a‏ ورط ولا - YB‏ 2 - و [ جه ڑتے 














و 1 0لت کا 7 
© يقبل المستقیم 4 المعادلة الاتية : داد ۳ آی 0 ے 15 + 32 + رت 
Ee 7‏ 


© نتأمّل المثگث 180 حيث (4)1,3 و (3,5-)8 و(1-,1-)0. 
© عيّن إحداثيتي التقطة ۸ منتصف [۰]0 واحدائيتي التقطة '8 منتصف [۸40]. 
© اکتب معادلة المتوسط ۸ المتعلق بالراس ۸ . 
© اکتب معادلة المستفیم ۸ المار بالتقطتین 4 و . 
© اکتب معادلة المستقیم "۸ المار بالنقطتین ۸۳ و '8 . ماذا تقول عن المستقیمین ۸ و ۰۸ 








© لما كانت احدانیّات التقطة ۸ منتصف القطعة المستقيمة [901] تُعْطی بالعلاقتین : 








Tp - 26‏ ہلا ^ YB‏ 
للك د رجنج ود - , 
2 4 2 ۷۸ 
كانت 
کو ات 1 - 5 
لك = Lr‏ 2 = ل سے | 
7 ۸ و 7 ۷ 
ومده ر لات اور ونجد بالمثل ان 
نم سے ل 
6 سح گت ود ريق و آم 
YB 7 75 0‏ 


ومنه 0,1 '8. 
© المتوسط 4 هو المستقيم المار بالنقطتین (4)1,3 و (2,2-)4 . وهو يقبل المعادلة 
متحة _ ولا لا نم آحة _ 0-5 





2 - مرت ول ۷ رت 72022 
ومنه 0 = 5 - 2 - لان . 
© ۸ هو المستقيم المار بالنقطتین (4)1,3 و (3,5-)8 . وهو يقبل المعادلة 


مه -ة _ YY‏ آی ےو و - نو 


م2 - وھ 9 - ولا 9 E‏ 
ومنه 0 = 7 - 7 ل 2. 
© ۸ هو المستقیم المار بالنقطتین (۸-2,2 و (5“)0,1 وهو یقبل المعادلة 


ور > 3 _ ولا - ۷ | 





باصن 1-/ا. 
ی - 
Lr < TUB!‏ او - پل لا 1 2-0 1ت 2 


ومنه 0 = 2 - 7 ل ل2. 
نلاحظ أن للمستقیمین ۵ و ۸ المیل نفسه 1- > فهما متوزيان. وهذه المسألة توضح خاصة هندسيّة 











و نزود المستوي بِمَعْلْم 01 ٠‏ ونتأمل التقاط (2- ,4)5 و (8)11,0 و (1,6-)0› آوجد معادلة 
لکل من متوسطات المثلث 400 . 





4 تعطی إحداثیْتا التقطة 7 منتصف القطعة المستقيمة [80] تعطی بالعلاقتین : 
ومنه 5,3 7. 
المتوسط المتعلق بالرأس 4 هو المستقیم المار بالتقطتین (2- ,۸05 و (۰1)5,3 للتقطتين ۸ و1 
الفاصلة 5 نفسها. إذن [47] يوازي محور التراتیب ویقبل 5 = :و معادلة. 
! نحسب بالمثل إحداثيتي التقطة 7 منتصف القطعة [۰]40 فنجد (۰,7)2,2 المتوسط المتعلق بالراس 
7 هو المستقیم المار بالنقطتین (8)11,0 و (7)2,2. فهو يقبل المعادلة : 


و 2 _ ولا 0 آی 2 - و 2 - 1 
رھ - یھ رل ول 11-2 ۵0-2 





ومنه 0 = 22 - 22 ل رو 
© وکذلك نحسب إحداثيّتي التقطة × منتصف القطعة [48]ء فنجد (1-,8) .المتوسط المتعلق 


بالرأس © هو المستقیم المار بالتقطتين (1,6-)© و (1-,8) . فهو یقبل المعادلة : 
٦2 7.7‏ ام ۰ ی ۶ 





e 


مس تس 1-8 6+1 
ومنه 0 = 47 - 7 لد ہو 
اس نزوّد المستوي بمَعْلّم ,0:7 . ونتأمّل التقاط 1,5 ۸ و 1-,1- 8 و 5,2 ۰0 ونعرّف 
النقاط 7 منتصف القطعة المستقيمة [48]» و 7 منتصف القطعة المستقيمة [۰]۸40 و × 
منتصف القطعة المستقيمة [80]ء آوجد معادلةً لكلّ من المستقیمات (77) و (15) و (167). 
الط 
4 نجد مباشرة أن (7)0,2 و (7)3,2 و (1602,1. 
لا ون (77) یقبل معادلة 0 - 12- :11+ ز6. 
و (176) یقبل معادلة 0 = 8 - 37 + 4 . 
و (76/) یقبل معادلة 0 = 11+ 62 - ہ2 








60 حلّ جمل المعادلات الآتية » واشرح النتيجة هندسياً. 


و = O1 + 3y‏ 4 = ڪج ۰ 
0 9 1 
2 ہب ين ہے 2 اح 2 ريق = ھت 
اب = — 60 65 = + SL‏ 
9 ® 
1 نے رام حك ۰ 10 :كت م2 هد 61 
9 3 30 1 5 
لا = رت د ۔ حك ٹج ات جه وھ 
6 4 2 © 8 4 5 
17 1 1 1 1 1 
حا كد ہے يد رزوت که ڪڪ ليت ہم ا 
30 2 3 8 20 5 
6 1 جی 0 - 7 9/2 1 = 1-1 1-9 
0 = 6 د 9 1-9 = پ92 +1 دمع 


= ل3 + D51‏ 
= ان = 21 


نجمع المعادلتين طرفاً مع طرف فنجد 7= 7 ومنه 1 - :۰ نعوّض قيمة 7 في المعادلة الأولی 
لنحسب ب فنجد 0 = ن. فلهده الجملة حلٌ وحيد هو 1,0 . 
المستقيمان : 5 = 3 + 5± : 4 و 2 = ہ3 - 22 : 7 متقاطعان في النقطة 10 . 


9 ای ره 





5y = -1‏ - ۵27 
بطرح خمسة أمثال المعادلة الأولى من الثانية نصل إلى التناقض 21- = 0ء هذا التناقض يبرهن أنه لا 
يوجد أي حل لهذه الجملة. 
المستقیمان : 5 = ر - :1 و1- د ه5 - 56 : “0 متوازيان وغير منطبقين. 


7 سے — 60 
6 : 
1 2 رول د ۶ 


من المعادلة الاولی نحسب 7 + 6۰ = ۷ ثم نعوّض في الثانية فنجد 1= (7 + 2067 + ۰۶ ومنه 
1- = 7 وبالعودة إلى قيمة ‏ نجد 1 - ن. فلهذه الجملة حل وحيد هو 1,1- . 


5 << 4+ ار 
© 0 
0 = 2 + 67 


نلاخظ أن المعادلة الثانية تنتج من الاولی بضرب طرفیها بالعدد 2ء فالمعادلتان متکافتتان» وهناك عدد 
لا نهائي من الحلول لهذه الجملة : إR‏ © نه : («3 - 2,5)) = 5. 
المستقیمان : 5 = ہہ + 3z‏ :1 و 10 - 2y‏ + 62 : 0 منطبقان. 








2 1 6 
1 1 17 
5 2 30 


من المعادلة الأولى نستنتج أن ر ة- = ۰7 وبالتعويض في الثانية نصل إلى التناقض 15 = ۰0 إذن 
ليس هناك أي حل لهذه الجملة. 
المستقیمان : 0 = :5 + 2:32 وکا = روڈ + 7:37 متوازيان وغير منطبقین. 


5 1 35 

S| ©‏ 1 
5 1 - م1 
8 اید 3 


نلاحظ أن المعادلة الثانية تنتج من الأولى بضرب طرفيها بالعدد ‏ ء فالمعادلتان متكافئتان» وهناك عدد 
لا نهائي من الحلول لهذه الجملة. 


المستقيمان : 2ك = ,روط - وة : 0 وک = روط م : 7 منطبقان. 
83 4 د ۴ - 2 
0 
0 = 716 = 2۷1 
من المعادلة الثانية نجد ولد = رو وبالتعویض في الأولی نجد: 4-۰3 = م قد - 22 ۰ آو 
بصيغة مُكافئة 4-9 - مي 83 4 > أي 9 - ۰7 وبالعودة إلى ل نجد 3 - ن. فللجملة 
2 
حل وحيد هو 838 . 
والمستقيمان 4-۰3 = ي - 20/2 : 4 و 0 = 6 - 2 : 0 متقاطعان في التقطة ۷2,3 . 
2-y = 1‏ 1-9 
1-0 = پ 1+۰2 + ه 


شا حظه أن ]اعت پر ولعت ] نستنتج أنّ ضرب المعادلة الثانیة بالمقدار 2 - 1 يعطي 
المعادلة الأولى ذاتها. فللجملة عددٌ لا نھائی من الحلول. ومجموعة الحلول هي نقاط المستقيم الذي 
معادلته 1 - نو دم 1-2 . 


@ إيحاد معادلة مستقیم 
نزود المستوي بِمَعْلّم ,0:7 . لیکن 4 المستقيم الذي معادلته 9 + 2- = و وليكن 7 
المستقيم الذي معادلته 3 + » = (. يتقاطع المستقیمان 4 و4 في ۰1 ويقطع 4 محور 
التراتیب في 4ء كما يقطع “4 محور الفواصل في 8. لتكن £ منتصف [47]» ولتكن ٣‏ 
نظيرة التقطة 8 بالنسبة إلى 7 . أوجد معادلة للمستقيم (17). 





إحداثيّتا نقطة التقاطع 7 هما الحل المشترك لجملة معادلتی المستقيمين 0 
و 7 أي 

9 د لات سے را 

y= 2+3 


فنجد (1)2,5 وهذا ما يتفق مع الشكل. 

إنّ ‏ هي نظيرة 8 بالنسبة إلى منتصف [14]» فهي إذن صورة 1 وفق 
الانسحاب الذي شعاعه 84 أي 1۳ = 84 . المستقيم (17) هو المستقيم 
المار بالنقطة 7 ويقبل الشعاع 84 شعاع توجيه. ولكن 
= 4ء فالمستقيم (77) مستقيم يمر بالنقطة 7 وميله 7 
يساوي 3ء فهو يقبل معادلة : (,»- )م ح ,ودين أو (3)0-2 5 - و التي تأخذ بعد 
حر تحت 


(© معادلة مستقیم والوقوع على استقامة واحدة 
لیکن 48010 شبه منحرف فيه 1۸ = 0 . ولتکن ‏ نقطة تقاطع 
ثبت» باستعمال مَعْلّم من اختيارك » أنّ المستقيم (77۳) يمر بالتقطة 1 
منتصف [7720] ء وبالتقطة ل منتصف [472]. 





1 
با < 




















نختار معلماً (۸:2,7) للمستوي فيه 48 = 7 و ۸ ح 7 فیکون (4)0,0 و (8)1,0 و (2)0,1. 


e 


" المستقيم (۸0) یمر بالمبداً (۸)0,0 وبالنقطة (0)1,1» فهو يقبل © :3 - ہو معادلة. 

٭ المستقيم (87) يمر بالتقطتین (8)1,0 و (۰)0,1 فهو يقبل © 1= + ن معادلة. 

بحل جملة المعادلتين © و © نجد : + - و 3 = يء إذن إحداثيتا التقطة ع هما (2)2,3. 

٭ المستقيم (80) يمر بالنقطتين (2),0 و (0),1. ولأثه يمر بالنقطة 8 فهو يقبل معادلة من 
الشکل (1 - )7 = «» حيث تتعين +7 بشرط مروره بالنقطة (0),1 فنجد 3- = م. 








وی 3۱ 1 
الصيغة 3 + max‏ = 207 حیث تتعين 77 بشرط مروره بالنقطة BC,‏ فنجد 3- = 177 . 
إذن 3 + 32- = ہو هي معادلة للمستقیم (7). 
* منتصف القطعة المستقيمة [100] هو النقطة (۰7)1,1 واحداثيّتاها تحققان معادلة المستقیم (57) 
وضوحاًء إذن تقع 7 على (171). 
٭ منتصف القطعة المستقيمة [48] هو النقطة (7)1,0.» واحداثيّتاها تحققان معادلة المستقيم (57) 
وضوحاًء إذن تنتمی النقطة 7 أيضاً إلى المستقيم (27). وهی النتيجة المطلوب إثبات صحتها. 
لیا معادلة مستقیم والتناظر بالدسبة إلى ننطة 


نزود المستوي بِمَعْلم 7 . لیکن ۸ المستقيم الذي معادلته 6 + 3 = ن ولتكن الثقطة 
(4)2,2 . أعط معادلة للمستقيم 7 نظير المستقيم 4 بالتسبة إلى التقطة ۸ . 


تكون 7 ,۲ نظيرة ( M(z,y)‏ بالنسبة إلى (2 ,4)2 › إذا وفقط إذا كانت ۸ منتصف القطعة 





۱۸۸۸ء و هدا یکافئ قولنا ل 4 -- “و وه - 4 - . 
الان» تنتمي النقطة ( M(z,y)‏ کی المستقیم 0ء ادا وفقط إذا انتمت ت نظیرتها ( - 2,4 ۷)4 لی 


المستقیم 4ء أي إذا حققت إحداثيّتا هذه الاخيرة معادلة المستقیم 4ء وهذا الشرط يُكافئ 


24-6 = و - 4 


أو 8 - »3 = ن. إذن المعادلة 8 - 27 = ہو هي معادلة للمستقیم 7 

یس مساحات اسطوح » وحل العادلات 
مساحة المستطيل في الشكل المجاور 60 سنتيمتراً مریّعاء ومجموع مساحتي 
المرتعین 169 سنتیمتراً مرتعاً. أوجد بُعدي المستطيل. 


نفترض أحد بُعدَي المستطيل ہ وبعده الآخر . فتكون مساحة المستطيل : 








© 60 ع 7۰۸ 
ومجموع مساحتي المربعين © 169 - شن + ته 
نضرب طرفي المعادلة © بالعدد (غير المعدوم) *۰2 ونعوّض ”(ر») = کرٹ بقيمتها 3600 من © 
فنجد © 0 = 3600 + 1692 - z*‏ 








ولکن 
(144 - *)(25 - 2بر) = 3600 + 1692 - “2 
DE 719 9-7‏ نوا رز حيو ب 
فإذا تذگرنا أنّ أبعاد المستطيل آعداد موجبة استنتجنا أن » هي 5ء أو 12. وعندئذ نستنتج قيمة ر من 
المعادلة © . وهكذا نرى أنّ بعدا المستطيل المنشود هما 12 و 5 . 
وج +8٠۰۸‏ ۰ 
لادا 
نزوّد المستوي بمَغْلم ‏ ,0;7 . ونتأمل الثقاط (4)3,0 و (8)3,4 و (۰0)0,4 تم نعقتف 1 
منتصف القطعة المستقيمة [۰۱0۸ و 7 منتصف القطعة المستقيمة [48]. آثبت أنّ المستقيمات 
(40) و (18) و (07) تتلاقى في نقطة واحدة. 
طريقة أولى: 
إحداثيتا 7 منتصف [04] هما 3,0 7 واحدانیتا 7 منتصف [478] هما (7)3,2[. 
ه المستقيم (07) يمر بالمبداً 0 وبالنقطة (7)3,2 فيقبل معادلةً 0 = م2 - پ3 . 
ه یقبل المستقيم (78) المعادلة الآتية : 


3 
FT‏ بل هس أو و اح دين 








٦٤پ‏ 9 9 00+ تل 0 - 4 

أي 0 = 12 + 80 - 3ء وهي معادلة للمستقیم (18). 
بحل جملة معادلتي المستقیمین (07) و (78) نحصل على إحدائيّتي نقطة تقاطعهما : 2,2 /1. 
» یقبل المستقیم (40) المعادلة الاتية : 1 أو 12 - 4 + 30. تحقّق إحدائيّتا النقطة 

4 11 معادلة المستقیم (۸0) فهي نقع آیضا على (40) والمستقیمات (07) و (18) و (۸0) 
تتلاقی في نقطة واحدة. 
طريقة ثانية: 
نلاحظ أنّ 08 = 00 + 0۸ فالشکل 0480 متوازي الأضلاعء ولا قطریه متناصفان استنتجنا أنّ 
(40) متوسط في المثلث 048. واستناداً إلى التعریف (07) و (1) هما أيضاً منتوسطان في 
المثلث نفسه» ولكن نعلم أن المتوسطات في مثلث تتلاقى في نقطة واحدة. فالمستقيمات (07) و (18) 
و (۸0) تتلاقى في نقطة واحدة. 
0 الفرق بين عددین 7 ون يساوي 14ء أمَا الفرق بين مريّعيهما فيساوي 616. احسب هذين 

العددین . 











ال 

لنوضّح في البداية أنّ مقولة الفرق بین عددين تعني الکبیر مطروحاً منه الصغیر» وهي من تم المسافة 
التي تفصل بينهما على محور الأعداد. 

يمكننا دون الإقلال من عمومية المسألة أن نفترض إذن ان × هو أكبر العددين وأنَ ر هو أصغرهماء 
وهنا علينا أن نناقش حالتين : 


٭ حالة ”ر < 2 . فتصبح المسألة تعيين ‏ و ن بحيث 
4 - هر دم و 616 = شن 5۶ 
ولکن 
(ا + )14 = ( + همان - نه) سے" - ثم = 616 
إذن 44 - + . بأخذ نصف مجموع المعادلتین 14 - x»‏ و 44 - + » نستنتج أن 29 = بم 
ومن تم نجد 15 = ہو ء فالعددان هما 29 و 15 في هذه الحالة. 


٠‏ حالة # > 2 . فتصبح المسألة تعیین 7 و و بحیث 14 < نه و 616 - 2 - ”ر 
ویأسلوب مماثل للحالة السابقة نستنتج أن 44- = ن + ه. 
ومجدداً بأخذ نصف مجموع المعادلتین 14 = ي - « و 44- = و + « نستنتج أن 15-  -‏ ومن تم 
نجد 29- = ہر ء فالعددان هما 29- و 15- في هذه الحالة. 
6 7 و ي عددان. الفرق بين مقلوییهما ۰6 والفرق بين مريّعي مقلودیهما يساوي 12. احسب هذین 
العددين. 
ال 
كما في المسألة السابقة لنرمز إلى مقلوبّي العددين المطلوبين بالرمزين ‏ و ن ولنفترض أن ل < :ه. 
هنا علينا أن نناقش حالتين : 

٭ حالة ”ر < ». فتصبح المسألة تعيين ‏ و ن بحيث 

6= نو داجس و 12= شن 2 

ولكن (4 + 602 = (ن + )و - ه) = لا - كن = 12 
إذن 2 = ن + #. بأخذ نصف مجموع المعادلتين 6 = ي - له و2 - + به نستنتج أنّ 4 = م ومن 
نَم نجد 2- = ہوء فالعددان هما + و2- في هذه الحالة. 
۴ حالة ن > *2. فتصبح المسألة تعيين ت وس بحيث 6= عو هم و 12- 2ه شن 
وبأسلوب ممائل للحالة السابقة نستنتج أن 2- = ,و + 7. 








4- = بء فالعددان هما 1 - و 1 في هذه الحالة. 


0 الفرق بين عددین ۲ و ر يساوي 6ء ما جداء ضريهما فيساوي ۰216 احسب هدین العددین. 





یمکننا دون الاقلال من عمومية المسألة أن نفترض أنّ » هو آکبر العددین وان ر هو أصغرهماء 
فتصبح المسألة تعیین 7 و بحيث 6 < 2-۷ و 216 = 1y‏ 

أو إذا رمزنا رب = ء2 نجد 6 = 2 + م و 216 سے زم 

إذن 7 وء هما جذرا المعادلة 0 = 216 - 67 - 72 أو 225 = 3۳ - 7). اذن 7 وم هما العددان 
8 و 12-. فإذا كان 18 = 7 كان 12 = ن وهو الحل الاوّل» واذا كان  -12‏ 2 كان 18- = ر 
وهو الحل الثاني. 

لم احسب بُعذي حقل مستطیل مساحته 0 متراً مرتعأ» ومحيطه 44 مترا. 





نفترض أنّ طول بُعدّي الحقل * و« فیکون 120 - ۰۰۷ و 44 = 2 + :2 أو 22 = + ». اذن 
:4 و؛ عددان مجموعهما 22 وجداء ضریهما 120 فهما جذرا المعادلة 0 = 120+ 227 - -“7. 
وبالحل نجد أن 7 ون هما 10 و 12. 
0 احسب آطوال أضلاع مثلّث متساوي الساقین 480 رأسه ۰۸ ومحیطه 36 سنتیمتراء وطول 
رتقاعه النازل من ۸ يساوي 12 سنتيمتراً. 
لنرمز بالرمز * إلى نصف طول وتر المثلث. فيكون 122 + 2+ طول الضلع القائمة في المثلث. ما 
محیطه فيساوي إذن 6 = 144 + ”22 + و2 
أو م - 18 = 144 + أ . بتربيع الطرفین نرى أنَ أي حل * لهذه المعادلة يجب أن يحقق 
و + 36 - 324 كت 1144+ 7 
أو بعد الاصلاح 5 = . وبالعکس نتحقّق مباشرة أنّ 5 = 2 هو حل للمعادلة 
و - 18 - 144+ 2ر 
فهو إذن حلها الوحید. وآطوال أضلاع المثلث هي 13,13,10. 
لہ نزؤد المستوي بعفلم متجانس 0,7,7 . تاقل الشکل المجاور کم اجب 


. 0 آوجد معادلة للمستقیم‎ O 














© آوجد معادلة للمستقیم ,4 نظير المستقیم ۸ بالنسبة إلى محور الفواصل. 
© آوجد معادلة للمستقیم ر نظير المستقیم 7 بالنسبة إلى محور التراتیب. 
© آوجد معادلة للمستقیم ,4 نظیر المستقیم ‏ بالنسبة إلى المبداً 0. 
©المستقيم 4 يمر بالتقطتین (28)0,3 و (4)4,0 فمعادلته 1 + آو 2 = 4 + 32 . 


© إن نظيرة النقطة (ر ,»)1 بالنسبة إلى محور الفواصل هي (- ,)۰7 وعلیه تقع (۸/)2,۷ على 
0 إذا وفقط إذا وقعت نظیرتها (ر ,)1 على ۸ أي إذا كان 12 = (-4 + ۰37 فالمستقیم ,0 
یقبل 12 = (4 - 37 معادلة. 

© إن نظيرة النقطة (1/)2,7 بالنسبة إلى محور التراتیب هي (۷,-)/۰۸ وعلیه نقع (۸/)2,۷ على 
ر إذا وفقط إذا وقعت نظیرتها (۷,-)17 على 4 أي إذا كان 12 = 4 + (7-)۰3 فالمستقیم ر 
یقبل 12 = 4 + 37- معادلة. 

© إِنَ نظيرة النقطة (,1/)2 بالنسبة إلى المبداً 0 هي (-,2-)/ وعلیه تقع (1/)2,۷ على ره 
إذا وفقط إذا وقعت نظیرتها (- ,)12 على 4 أي إذا كان 12 = (-)4 + (7-)۰3 فالمستقیم ,0 
یقبل 12- = (4 + 37 معادلة. 

699 سال رجل صديقه عن عمره فأجابه : «عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنت فيه عندما كان 
عمري بقدر عمرك؛ وعندما يصبح عمرك بقدر عمري يصبح مجموع عمرينا 63 سنة». فكم عمر كل 
من الصّديفين؟ 

۳53۹ 
تدل المقولة الثانية على أنّ غمر الصدیق آکبر من غمر الرجل. لنرمز إذن إلى عمر الصدیق بالرمز ‏ 
وبالرمز ہہ إلى عمر الرجل. فیزید عمر الصدیق عن عمر الرجل بمقدار ع - 7 . 








“عمري بقدر ضعفي عمرك الذي كنت فيه عندما كان عمري بعدر عمرك “ أي (2 = 22y‏ = ہو أو 
9 4 = ررق 


yJ = 63 ©‏ - ر3 


بحل جملة المعادلتين ® في © نجد 21 = ل و 28 = 4. 





ع 1 
3 - ۸ و4 = 80 و5 = 48 وجميع الاطول مُقاسة بالمتر. نختار نقطة 
7 من القطعة المستقيمة [48] تُحقق ۴٥‏ = 727 . احسب 47. 
B ۳‏ 7 4 





نختار معلماً متجانساً (,۸:7) بحیث یکون (8)5,0 و (2)0,3» ویکون من تم (0)5,4» 0 ,)۰۳ 
والمطلوب عیین . أمّا الشرط 702 = 7272 فيُطتب بالشکل 42 + 2( - 5) = 9+ 2م 
وبالتربیع والاصلاح نجد 8 = . 
ال ليكن 1502 مرتعاً مرکزه 0. ولتكن ۸ نظيرة التقطة 0 بالتّسبة إلى 2» و ع نظيرة 0 
بالنّسبة إلى 8. وأخيراً نرمز بالرّمز 7 إلى مركز ثقل المنلث 401 . 
© لیکن (4:1,7) المَعْلَم المتجانس الذي فيه 47 = 48 و 47 = 47 . أوجد إحداثيّات النقاط ۸ 
وط و') و([ و 0 و 1۷ و ۲ و[. 
© يقطع المستقيمُ (۸/1) المستقیع (۸) في ء ویقطع المستقیم (410) المستقيم (۸) في ط 
نريد [ثبات وقوع النقاط × و Q‏ و ۶ على استقامة واحدة. 
* اکتب معادلة للمستقیم (1/7) واستنتج إحداثيّتي الثقطة ). 
* اکتب معادلة للمستقیم (110) واستنتج إحداتيّتي النقطة 2 . 
" أثبت ثبت أنّ النقاط × و Q‏ و ۶ تقع على استقامة واحدة. 


© الرسم الدقيق يساعدء ونجد (4)0,0 و (2)4,0 و (4,4)© و (0)0,4 





2 


و (2,6-)/1 و (4-,1)4 وأخیراً (1)4,4 . 
7 5 ا 4 4 2 
© يقبل المستقيم 147 المار بالنقطتين (2,6-)14 وه ال المعادلة 5 
00 ل ۱۱۱ 1 1 
الاتیة : 0 = (مرته - 2( مرا - (zı - zu )(y - yı) - (yr‏ 1 5 11 1 1 
التي نکافی 16 = »7 + 5 . یقطع هذا المستقیم محور الفواصل في النقطة (0, 08 . 
یقبل المستقیم 170 المار بالنقطتین (2,6-)/۸ و (0)4,4. المعادلة 
1 
9+ )-- - 6 - 
۔ 1 
التي نکافی 6 = م + ہ3 . يقطع هذا لا التراتیب في النقطة ۳ 10 


۷ 
يقبل المستقيم ( P2‏ ) المعادلة 1 - کم 
00 16/3 3 


(4-,75)4 تحقق معادلة هذا المستقيم. فالنقاط 7 و © و7 تقع على استقامة واحدة. 








أو 16 = ,3 + 7. ونتحقّق مباشرة أنّ النقطة 





